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XXXVIII Congresso da
Sociedade Brasileira de Computacao

Apresentacao

Estes anais registram os trabalhos apresentados durante o XXXVIII Congresso da Sociedade
Brasileira de Computagdo (CSBC 2018), realizado em Natal-RN, de 22 a 26 de julho 2018. O
evento teve como tema central a Computagdo e Sustentabilidade, pois se compreende que o
avango da computacdo e as questdes ambientais devem caminhar lado-a-lado, tendo em vista
que as técnicas computacionais necessitam ser usadas para possibilitar o desenvolvimento
sustentavel, e, desse modo, equilibrar as necessidades ambientais, econdmicas e sociais.

Organizar o maior evento académico de Computagdo da América Latina foi um privilégio e
um desafio. Foi enriquecedor promover e incentivar a troca de experiéncias entre estudantes,
professores, profissionais, pesquisadores e entusiastas da area de Computacao e Informatica de
todo o Brasil. Ao mesmo foi desafiador termos que lidar, principalmente, com as dificuldades
impostas pelo momento de crise que o nosso Brasil vem enfrentando. Uma crise que afeta
diretamente nossas pesquisas e, consequentemente, o desenvolvimento e inova¢do do nosso
amado Brasil.

Por meio de seus 25 eventos, o CSBC 2018 apresentou mais de 300 trabalhos, varias palestras
e mesas-redondas. O Congresso ainda abrigou diversas reunides, que incluem a reunido do
Forum de Pos-Graduagdo, a reunido do CNPq/CAPES, a reunido dos Secretarios Regionais
SBC, a reunido das Comissdes Especiais e a reunido do Forum IFIP/SBC.

O sucesso do CSBC 2018 so foi possivel devido a dedicacdo e entusiasmo de muitas pessoas.
Gostariamos de agradecer aos coordenadores dos 25 eventos e aos autores pelo envio de seus
trabalhos. Além disso, gostariamos de expressar nossa gratiddo ao Comité Organizador, por
sua grande ajuda em dar forma ao evento; e, em especial, a equipe da Sociedade Brasileira de
Computagao (SBC), por todo apoio.

Por fim, reconhecemos a importancia do apoio financeiro da CAPES, do CNPq, do CGIL.br, do
Governo do Estado do Rio Grande do Norte, da Prefeitura Municipal do Natal, da Prefeitura
Municipal de Parnamirim, da CABO Telecom, da ESIG Software e Consultoria, da DynaVideo
¢ do SENAL

Natal (RN), 26 de julho de 2018.

Chico Dantas (UERN)
Coordenador Geral do CSBC 2018
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IIT Encontro de Teoria da Computacao (ETC)

Apresentacao

E com muita satisfagio que anunciamos a terceira edi¢do do Encontro de Teoria da
Computagdao. Chegamos a esta edicdo com a convicgdo de que os objetivos iniciais que
motivaram a realizagdo dos Encontros de Teoria da Computacdo como evento satélite dos
congressos da SBC foram atendidos. De fato, os ETC’s, incluindo este, tem continuamente
integrado e aproximado estudantes e pesquisadores da area, e nos aproximado da Sociedade
Brasileira de Computacdo, divulgando a area de teoria da computacdo entre a comunidade de
pesquisadores, profissionais e estudantes que participam dos congressos da SBC. Essa série
de encontros vem sendo proposta e organizada pela Comissdo Especial em Algoritmos,
Combinatéria e Otimizagdo (CE-ACO) da SBC. Para esta edicdo foram submetidos 45
trabalhos, e repetindo as edi¢des anteriores, de excelente qualidade. Foram aceitos 40 trabalhos,
que serdo apresentados ao longo dos dias 23 e 24 de julho de 2018. A apresentacdo dos
trabalhos serd intercalada por palestras de pesquisadores renomados, cobrindo amplo espectro
da area de teoria, a saber, logica, algoritmos, grafos e otimizagdo. A preparagdo do evento
mobilizou a nossa comunidade: os artigos aceitos tém 116 autores e os 45 artigos submetidos
foram revisados por 86 pesquisadores que emitiram 148 pareceres. Os autores dos trabalhos
aceitos estdo em 16 institui¢des distintas, no Brasil e no exterior.

Gostariamos de expressar nosso imenso agradecimento ao Prof. Jayme Szwarcfiter, que
generosamente tem apoiado todas as edi¢gdes do ETC, ndo nos negando orientagdo e
experiéncia, ao Prof. Flavio Miyazawa e Prof. Vinicius Santos, que como membros da
Coordenagao da CEACO, participaram da formulagao da proposta do evento, aos palestrantes
Prof. Eduardo Laber, Prof. Fabio Protti, Prof. Jodo Marcos e Prof. Manoel Campélo, que
aceitaram prontamente o nosso convite de abrilhantar o III ETC fazendo as palestras plenarias.
Somos imensamente gratas a diretoria da SBC, a organiza¢do do CSBC 2018, em particular ao
Prof. Francisco Dantas, aos membros do nosso maravilhoso Comité Cientifico ¢ aos
pareceristas externos pelo seu comprometimento e excelente trabalho.

Claudia Linhares Sales (UFC)
Rosiane de Freitas (UFAM)
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Palestras

Uma Estrutura Geral para Convexidades de Caminhos
Fébio Proti (Universidade Federal Fluminense)

No estudo de convexidade em grafos, dedica-se interesse especial as chamadas "convexidades
de caminhos", definidas a partir de cole¢des especiais de caminhos em grafos. Por exemplo, a
colegdo de caminhos minimos de um grafo estd associada com a conhecida convexidade
geodésica, enquanto que a cole¢do de caminhos induzidos est4 associada com a convexidade
monofonica; e existem muitos outros exemplos na literatura. Neste trabalho propomos uma
estrutura geral para convexidades de caminhos, da qual muitas convexidades conhecidas
podem ser vistas como casos particulares. Alguns beneficios da estrutura proposta sdo:
sistematizagdo dos estudos algoritmicos sobre convexidade e possibilidade de definir novas
convexidades ainda ndo investigadas.

Este trabalho foi realizado em colaboragdo com J. V. C. Thompson, L. T. Nogueira, R. S. F.
Bravo, M. C. Dourado e U. S. Souza.

What we can DO with and what we can LEARN from Mechanized Reasoning
Jodo Marcos (Universidade Federal do Rio Grande do Norte)

Our civilization is the proud developer of artifacts that excel in playing trivia quizzes and board
games, drive cars, and that can participate at distance of conversations in which they show
proficiency in emulating well the most vicious teenagers out there. While Artificial Intelligence
promises four hundred comparatively honest ways of relieving the people of their burden to
think, it should be noted that in some of the recent achievements just mentioned the human
spectators have not been left with the faintest idea of what goes in the mind of their new
computer overlords.

From the viewpoint of teaching and doing research in Logic, this talk will discuss less esoteric
advances that can be made by letting computerized tools act as our collaborators in exploring
mathematical phenomena, searching for relevant information in databases of mathematical
facts, verifying correctness of proofs, assisting the production of formally verified math, and
discovering new theorems. I will also discuss, in particular, how mechanized reasoning may
actually teach us a few very useful lessons, and how an understanding of the details of the
implementation of automated reasoners can help us in the task of delivering better lessons.

Problemas sobre conjuntos independentes em grafos: uma abordagem poliédrica
Manoel Campelo (Universidade Federal do Ceara)

Apresentamos resultados sobre poliedros associados a alguns problemas de otimizacdo em
grafos, entre eles conjunto independente, subgrafo induzido k-partido, coloragdo,
multicoloragdo e coloragdo fraciondria de vértices. Tais problemas procuram um conjunto de
conjuntos independentes do grafo que satisfagam certa(s) propriedade(s) (por exemplo, serem
disjuntos e/ou cobrirem todos os vértices) e que maximizem ou minimizem algum critério.
Estudamos a estrutura facial desses poliedros, procurando relaciond-los. Apresentamos
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desigualdades validas, em geral indutoras de facetas, bem como procedimentos para geracao
automatica de tais desigualdades. Alguns resultados computacionais que exploram o uso dessas
desigualdades na resolu¢do dos problemas também sdo reportados.

On partitions with minimum weighted entropy
Eduardo Laber (Pontificia Universidade Catolica-Rio)

The Shannon entropy for a k-dimensional vector v=(v_1,...,v_k), with non-negatives
coordinates, is given by - \sum p i \log p i, wherep i=v_1/|v||_1.

Given a collection S of k-dimensional vectors and a positve integer L>=2, we consider the
problem of finding the partition of S into at most L groups so that the weighted sum of the
entropies of the groups in minimized, where the entropy of a group G is the entropy of the
vector u=\sum_{v \in G} v, and the weight of G is the L 1-norm of de u. This problem has
a direct application on the construction of decision trees and random forests and, in the last
years, it has been investigated by the Information theory community due to other applications
as the design of polar codes. In our talk we present approximation algorithms and results
concerning the computational complexity of the problem. A manuscript describing some of our
results has been recently accepted for presentation on the International Conference on Machine
Learning (ICML 2018).
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Practical aspects of £y-sampling algorithms
Juan P. A. Lopes!, Fabiano S. Oliveira?, Valmir C. Barbosa'!

'PESC/COPPE - Universidade Federal do Rio de Janeiro — Rio de Janeiro — Brasil
2IME — Universidade do Estado do Rio de Janeiro — Rio de Janeiro — Brasil
jlopes@cos.ufrj.br, fabiano.oliveira@ime.uerj.br, valmir@cos.ufrj.br
Abstract. The (y-sampling problem plays an important role in streaming graph
algorithms. In this paper, we revisit a near-optimal (y-sampling algorithm,
proposing a variant that allows proving a tighter upper bound for the proba-

bility of failure. We compare experimental results of both variants, providing
empirical evidence of their applicability in real-case scenarios.

1. Introduction

The ¢y-sampling problem consists in sampling a nonzero coordinate from a dynamic vec-

tor a = (ay, . .., a,) with uniform probability. This vector is defined in a turnstile model,
which consists of a stream of updates S = (si1,S2,...,5;) on a (initially 0), where
si = (u;, A;) € {1,...,n} x Rforall 1 < i < ¢, meaning an increment of A; units

to a,,. It is desirable that such sample be produced in a single pass through the stream
with sublinear space complexity. The challenge arises from the fact that, since A; can be
negative and hence some updates in the stream may cancel others, directly sampling the
stream may lead to incorrect results.

The research on {y-sampling algorithms has recently gained some traction, in
part due to results showing that these algorithms can be used as building blocks in
many other algorithms [Cormode and Firmani 2014]. For example, the sampling of
nonzero coordinates from rows of the incidence matrix of a graph can be used to
compute connected components, k-connectivity, bipartiteness, and approximate mini-
mum spanning trees in dynamic graphs using O(nlog®n) bits, for some constant ¢
[Ahn et al. 2012, McGregor 2014].

In order to achieve sublinear space complexity in a single pass, an ¢y-sampling
algorithm must represent a through a lower-dimensional projection. This representation
is known as a sketch. Sketch-based algorithms are common in streaming scenarios, by
virtue of allowing compact representations of the original data, whilst retaining some
useful information about them.

In [Cormode et al. 2005], a seminal sketch-based algorithm for the ¢y-sampling
problem is introduced. The algorithm uses a universal family of hash functions to partition
the vector a into O(log n) subvectors with exponentially decreasing probabilities of rep-
resenting each element of a. It is proven that there is a constant lower bound on the prob-
ability that at least one of those subvectors has exactly one nonzero coordinate. Through a
procedure called 1-sparse recovery (Section 2), which requires O(log n) bits for each sub-
vector, it is possible to recover such coordinate. Considering that the probability of failure
has a constant upper bound, running O(log(1/¢)) independent instances of the algorithm
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can ensure a success probability of at least 1 — 9. The total space complexity of this al-
gorithm is O(log® nlog(1/6)). Further studies show stronger results by relaxing assump-
tions on the hash functions used [Monemizadeh and Woodruff 2010, Jowhari et al. 2011].
Nevertheless, they keep the same worst-case space complexity. In fact, any algorithm that
performs /y-sampling in a single pass should require (log®n) bits in the worst case
[Jowhari et al. 2011]. This holds even if the algorithm allows a relative error of € and a
failure probability of §, for constants € and 9.

2. 1-sparse recovery procedure

A vector is 1-sparse when it has a single nonzero coordinate. A 1-sparse recovery proce-
dure allows deciding whether a vector a is 1-sparse, and possibly recover the only nonzero
coordinate from it. Note that while a is expected to be 1-sparse at the time of a successful
recovery, it may have any number of nonzero coordinates before that. This procedure is a
building block for many ¢,-sampling algorithms. Here we present a false-biased random-
ized variant that handles cases where a has negative values [Cormode and Firmani 2014].
It begins by choosing a sufficiently large prime p € ©(n), with ¢ > 1, and random
integer z € Z,,. Then, iterating through all s; = (u;, ;) € S, three sums are computed:

t t t
b() = Z Az‘, bl = Z Aiui, bg = Z Aiz“i mod p.
i=1 i=1 =1

If a is 1-sparse, it is easy to see that the nonzero coordinate can be recovered as
i = by /by, with a; = by. However, verifying that a is 1-sparse requires more effort.

Theorem 1. If a is 1-sparse, then by = byz"' /% mod p. Otherwise, by % by2"/* mod p
with probability at least 1 — n/p.

Proof (sketch). If a is 1-sparse, with a nonzero coordinate 1, it is trivial to see that b, =
a;z' mod p. Otherwise, by = byz?/* mod p may still hold if z is a root in Z,, of the
polynomial p(z) = byz®/% — ST A;z%. As p(z) is an degree-n polynomial, it has at
most n roots in Z,. Therefore, given that z is chosen at random, the probability of a false
recovery is at most n/p. |

This 1-sparse recovery procedure stores z, and the sums by, b1, and by. Assuming
that every a; is limited by a polynomial in n, the total space required is O(log n) bits.

3. £p-sampling algorithm

In this work, two variants of the same /,-sampling algorithm are presented. Both variants
define a®,a®, ... a{™ subvectors of a. Forall 1 < j < m, each a; # O has a 1/2/
probability of being present at a'¥), that is, agj ) = a; with probability 1/27, otherwise
al(-j ) = 0. To decide whether al(-j ) is present, we draw a hash function h; :{1,....,n} —
{0,...,2™—1} from a universal family, and observe whether m — |log, h;(i)| = j, which
happens with probability 1/27. An independent 1-sparse recovery is then computed for
each ). The variants differ only in the number of functions used. Variant (a) uses
a single hash function for every a¥) (Algorithm 1), while Variant (b) uses a different
function for each subvector (Algorithm 2). While (a) is more useful in practice, the error
analysis in (b) is more straightforward. We provide empirical evidence in Section 4 that

the error in either variant converges quickly as a function of n.
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Algorithm 1 Variant (a) Algorithm 2 Variant (b)
1: M][1..m]: 1-sparse recoveries I: M][1l..m] : 1-sparse recoveries
2: for each (u;, A;) € Sdo 2: for each (u;, A;) € S do
3: k+m— |logyh(u;)] 3: forj e [l..m]do

4. M[k‘}bo +=A; 4. k <+ m— |_10g2 hj (ul)J

50 MIk].by += Ay 5 if £ = j then

6:  Ml[k].bo += A;M[k].2% mod p 6: MIk].by += A;

7: for j € [1..m] do 7 Mk].by += Aju;

8: v Mlj].boM][j].2MUlo1/MIjlbo mod p 8 M[k].by += A;M[k].2"* mod p

9: if M[j].bs = v then 9: for j € [1..m] do

10: return M |[j].by /M 5].bo 10: v < M[j].boM[j].zMULb1/Mlilbo mod p
11: report FAILURE 11: if M[j].bo = v then

12: return M [j].by /M[j].bo
13: report FAILURE

Every variant either succeeds in returning a single nonzero coordinate of a, or
reports a failure. The probability of failure is given by the joint probability of failure of
all m 1-sparse recoveries. In Variant (b), those are independent events. Moreover, the
probability that a single recovery M [j] fails is the complement of the probability that a9
is 1-sparse, that is, assuming a has r > 1 nonzero coordinates:

(=2 (=2 ) w I (1= r2e7).
j=1

’,:]3

Pr[FAILURE| =
J=1

Theorem 2. If 5 < log, r < m — 5, then Pr[FAILURE] < 0.31, for Variant (b).

Proof (sketch). It is easy to see that the lowest probabilities of failure concentrate around
jsuchthat 27 < r < 27!, Letting ¢ = r/21°827] it holds that

5
Pr[FAILURE] < [] (1 — q2’“e“12k) .
k=-5

Note that 1 < ¢ < 2. In this interval, all factors 1 — q2ke_q2k are either monotonically in-
creasing or decreasing. Analyzing their global maxima, we arrive at a maximum product
of approximately 0.3071, therefore Pr[FAILURE| < 0.31. |

This result shows that, as n grows, choosing m = 5+ [log, n] is enough to ensure
a constant upper bound on the probability of failure. Furthermore, to ensure a success
probability of at least 1 — 4, it is sufficient to run [log, 5, | instances of the algorithm.

4. Empirical evaluation and outlook

In order to assess the algorithms behavior in a real implementation, an experiment was
set up. Both variants were implemented and tested with a vector of size n = 4096
and increasing values of . We tested both a correctly sized (i.e., for m = 17) and an
undersized instance of the {y-sampling algorithm. The empirical cumulative distribution
was also recorded. The experiment was run 100 000 times and the mean value for each
data point is reported in Figure 1.
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Figure 1. Failure rate and cumulative distribution of successes.

This experiment suggests that in a correctly sized ¢y-sampling, the failure proba-
bility stays almost constant under 20%. There is little difference between Variants (a) and
(b). Furthermore, in an undersized setup, the failure rate rapidly reaches critical levels.

In conclusion, we have introduced a variant of the ¢y-sampling algorithm and
proved its failure probability to be bounded by a constant value, provided a certain
structure-size condition is met. Research is ongoing on the proof of exact probabili-
ties of failure for both algorithm variants. Future research may also include novel graph
algorithms that use ¢y-sampling as a primitive.
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Abstract. The Ramsey number R(H) of a graph H is the minimum number
n such that there exists a graph G on n vertices with the property that every
two-coloring of its edges contains a monochromatic copy of H. In this work
we study a variant of this notion, called the oriented Ramsey problem, for an
acyclic oriented graph H, in which we require that every orientation G of the
graph G contains a copy of H. We also study the threshold function for this
problem in random graphs. Finally, we consider the isometric case, in which we
require the copy to be isometric, by which we mean that, for every two vertices
T,y € V(I:_i ) and their respective copies x',y' in G, the distance between © and
y is equal to the distance between x’ and y'.

1. Introduction

An ordered graph G is a pair G = (G’, <) where G’ is a graph and < is a total ordering
of the vertices of G'. For convenience we write V(G) := V(G’) and E(G) := E(G).
When a graph G is equipped with a total ordering of its vertices, we will simply refer to
G as an ordered graph without further qualifications. Finally, G’ is called the underlying
unordered graph of G.

An ordered graph G is said to contain an ordered graph H if there exists a function
¢ : V(H) — V(G) such that, for every z,y € V(H), we have ¢(z) < ¢(y) if and only
if v <y y, and {1, 5} is an edge of H only if {¢(i), #(j)} is an edge of G. In this case,
we call ¢ a monotone embedding.

A directed graph or digraph G is a pair G = (V, E') where V is a set of vertices
and E' is a set such that £ C (V' x V) \ {(v,v) : v € V'}. Just as in the case of undirected
graphs, an element of E is called an edge; however, it may also be called an arc to differ
from the undirected case. An oriented graph G = (V, E) is a digraph where (u,v) € E
implies (v,u) ¢ E for every u,v € V. Moreover, an oriented graph G = (V;, Ey) is said
to be an orientation of a graph G = (V3, E3) if V| = V; and, for every u,v € V; = V5,
we have {u,v} € FE, if and only if (u,v) € E; or (v,u) € Fj. In this case, we say that
G 1is the underlying undirected graph of G. Furthermore, _when G is an oriented graph,
we write GG to denote the underlying undirected graph of G. To avoid confusion, we will
always denote a digraph by a capital letter with —.

Given graphs H and G and an integer r > 2, we write G — (H),. if every coloring
of the edges of G with r colors contains a monochromatic copy of H. When r = 2, we
may simply write G — H.

*Work supported by FAPESP, Proc. 2015/26678-9.
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If the graphs H and G are ordered graphs, we write G— H to denote that the
monochromatic copy is ordered. The Ramsey number R(H ) of a graph H is defined as

R(H):=inf{neN: K, - H}.

When the graph H is an ordered graph, the ordered Ramsey number R_(H ) can be defined
analogously. Moreover, for convenience we let R(H) denote the Ramsey number of its
underlying unordered graph.

Given an oriented graph H and a graph G, we write G — _H if every orientation
of G has an oriented copy of H. The oriented Ramsey number R(H) is defined as

—

R(ﬁ)::inf{nEN:Kn%ﬁ}.

2. A bound for the oriented Ramsey number

To our knowledge, the following is the first bound to appear of the oriented Ramsey
number of an oriented graph. Not much has been published since then. Contrary to the

traditional Ramsey number, the oriented Ramgsey number has been scarcely studied.
Theorem 1 ([Erdds and Moser 1964]). Let K, be the acyclic orientation of K, for some

positive integer k. We have 2(-~1/2 ﬁ(}?k) < 2F-1

We now give a bound for the oriented Ramsey number of H depending on the

Ramsey number of H. First, we need a bound for the Ramsey number of ordered graphs.
Theorem 2 ([Conlon et al. 2017]). There exists a constant ¢ such that, for every ordered

graph H on h vertices, we have R_(H) < R(H )" ",

More precise bounds for R.(H) for specific classes of ordered graphs can be
found in [Conlon et al. 2017] and [Balko et al. 2015]. Our first result is as follows. A

slightly stronger result is proven in the full paper.
Theorem 3. There exists a constant ¢ such that the following holds. Let H be an acyclic

oriented graph with / vertices and H its underlying undirected graph. Then
R(H) < 2R(H)8 ",

The proof goes roughly as follows. Let F be the oriented graph formed by two
disjoint copies of H, in which one has reversed edges. Let F” be the (ordered) underlying
undirected graph of F equ1pped with a topological ordering of the vertices. We prove
that, if K, F, then K,, — H, which implies the result.

3. An Oriented Ramsey Theorem for Random Graphs
For a graph H, we denote by my(H ) its 2-density, defined as
[E(F)] -1
H) =
malf) = e V)= 2

where F' C H means that I is a subgraph of H. Let us also denote by G(n,p) the
binomial random graph in which each edge appears with probability p, independently of
each other edge.

The following is a famous result of R6dl and Ruciniski [Rodl and Rucinski 1995],
which determines, for an undirected graph H, the threshold function for G(n,p) — (H),.
Here we state only the 1-statement.
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Theorem 4 ([Ro6dl and Ruciniski 1995]). Let r» > 2 and H be a graph. There exists a con-
stant C' = C'(H, r) such that, if p > Cn~1/m=( ), then lim,,_,. P[G(n,p) — (H),] = 1.

We obtained a result for oriented graphs analogous to Theorem 4, described as
follows. . .
Theorem 5. Let H be an acyclic oriented graph. There exists a constant C' = C'(H ) such

that, if p > Cn~Y/m2(H) then

lim P |G(n,p) » H| = 1.

n—o0

Our proof of Theorem 5 adapts the arguments of [Nenadov and Steger 2016], who
gave a short proof of Theorem 4 using the method of containers, developed indepen-
dently by [Balogh et al. 2015] and [Saxton and Thomason 2015]. The technique of using
hypergraph containers in random graphs for Ramsey problems was further developed
by [Han et al. 2016], [Rodl et al. 2016] and [Conlon et al. 2016]. Our approach is also
inspired by theirs.

A very rough explanation of the proof idea would be as follows. Applying the
hypergraph container lemma of [Balogh et al. 2015] and [Saxton and Thomason 2015],
we are able to prove that, if a graph G on n vertices does not satisfy G — H, then there
exists a s-tuple T = (Ti,...,7;) of subsets of E(G) and aset C = C(T) C E(K,)
depending only on 7 such that

(1) The number s depends only on H,

(i) Use T2 € E(Q) CC.
(iii) |7;] is “small” (in a precise technical sense) for every i € [s],
(iv) |C|1is “small” in a precise technical sense.

Observe that, since E(G) C C(T), then D(T) := E(K,)\C(T) satisfies E(G) N
D(T) = 0. Moreover, since |C(T)| is “small”, we have that |[D(7)| is “large”. Because
of this, we can bound the probability of the event {G(n, p) # H} by the probability that
there exists a s-tuple 7 satisfying (i)-(iii) and such that G avoids D(7T). Since the 7;
are “small” and D(7T) is “large”, this probability must also be “small” — that is, we must
have P[G(n,p) 4 H] = o(1).

4. The Isometric Oriented Ramsey Number

For an undirected graph G, we denote by dg(u,v) the distance between two vertices
u,v € V(G) Given two oriented graphs H and F', we say thata copy f : V(H) — V(F)

of H in F is an isometric copy ifdg(z,y) = dpr(f(x), f(y)) forevery z,y € V(ﬁ) Note
that the distance is taken with respect to the underlying undirected graphs.

Given an oriented graph H and a graph G, we write G- H if every orientation of
G has an isometric oriented copy of H. The isometric oriented Ramsey number RISO(H )
is defined as

Rio(H) := inf { n € N : there exists a graph G of order n such that G—>5 H }

The following result states that the isometric oriented Ramsey number of acyclic oriented
graphs is always finite.
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Theorem 6 ([Banakh et al. 2017], Theorem 2.1). For every acyclic oriented graph H, the
isometric oriented Ramsey number R, (H) is finite.

The problem of estimating éiso(ﬁ ) for acyclic oriented graphs H first appeared
in Banakh, Idzik, Pikhurko, Protasov and Pszczota [Banakh et al. 2017], where an upper
bound for the isometric Ramsey number of oriented trees is given. Our work gives an
upper bound on RISO(FI ) when H is an acyclic orientation of the cycle on k vertices Cj.

In particular, we prove the following theorem.
Theorem 7. There exists a positive constant ¢ such that the following holds. Let H be an

acyclic orientation of Cy, and set R := R(H). Then
Rio(H) < ck' R*. (1)

Our approach to prove Theorem 7 employs the same techniques we used to prove

Theorem 5. It goes as follows. We consider the random graph G(n, p) and, imitating the
proof of Theorem 5, we prove that, with positive probability, we have G(n, p) ™y H fora
number 7 that satisfies (1) and a suitable choice of p. In order to show that G(n, p)&H
we prove that the graph G(n,p) has girth at least k and satisfies G(n,p) — H, which
implies G(n, p)—>ﬁ' . Once again, the proof makes use of the hypergraph container

lemma.
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Abstract. A subset of vertices S in a graph G = (V, E) is convex in the P
(resp. P5) convexity if every vertex in V(G) \ S does not have two neighbors
(resp. that are not adjacent to each other) in S. The convex hull of S is the
minimum convex set containing it. A hull set is a set whose convex hull is V (G).
The hull number is the cardinality of a minimum hull set. In this work, we
propose and study two integer-linear programming formulations to determine
the hull number of a graph in the Ps and P; convexities, which we believe to
be the first ones presented in the literature. We carry out some computational
experiments to evaluate their performances.

Resumo. Um subconjunto de vértices S em um grafo G = (V, F) é convexo na
convexidade Ps (resp. Pj) se todo vértice v € V(G) \ S ndo possuir dois vizi-
nhos (resp. que ndo sejam adjacentes entre si) em S. A envoltéria convexa de S
€ o menor conjunto convexo que o contém. Um conjunto de envoltoria é um con-
junto cuja envoltdria convexa é V (G). O numero de envoltdria € a cardinalidade
de um conjunto de envoltoria minimo. Neste trabalho, propomos e estudamos
duas formulagées de programacdo linear-inteira para determinar o niimero de
envoltoria de um grafo nas convexidades Ps e Pj, que acreditamos serem as
primeiras na literatura. Realizamos experimentos computacionais para avaliar
seus desempenhos.

Introducao

Um espago de convexidade é um par ordenado (V,C), onde V' é um conjunto finito ndo
vazio e C € uma familia de subconjuntos de V', chamados de conjuntos convexos, satisfa-
zendo:

CHP, Vel e (C2CNC e, paratodos C,C" €C.

Dado um subconjunto C' C V, a envoltéria convexa de C' (com respeito a (V,C)) é o
tnico conjunto minimal (com respeito a inclusao) C” € C que contém C' e € denotado por
Hwey(C). Se Hye)(C) = V, entdo C' é chamado um conjunto de envoltéria de (V,C).
O niimero de envoltoria de V' com respeito a C € a cardinalidade de um conjunto de
envoltoria minimo. Essas nogdes remontam aos trabalhos de [Farber and Jamison 1986,
Duchet 1988].

"Esta pesquisa foi financiada pelo CNPq sob projetos 459466/2014-3, 310234/2015-8 e 401519/2016-3.
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Quando se trata de convexidade em grafos, a maioria das convexidades definidas
na literatura toma V' como o conjunto de vértices e a familia C como subconjuntos de
vértices que sdo pontos fixos de uma fungao de intervalo. Dado um grafo G = (V, E),
uma fungdo de intervalo é uma fungio I : 2V — 2V(%) tal que I(S) D S, para todo
S C V(G). Os vértices em [(S) \ S sdo ditos infectados ou gerados por S. Note que,
como um fung¢do de intervalo / € mondtona com respeito a inclusdo, seus pontos fixos S
(ou seja, I(S) = S) definem uma convexidade em V (G), dita convexidade de intervalo.

H4 varias convexidades de intervalo estudadas na literatura. Aqui estudamos as
convexidades P; e P;. Na primeira, I(S) retorna o conjunto de vértices que possuem
dois vizinhos em S (ou seja, que pertencem a um P; entre vértices de .S), enquanto que
na segunda /(.S) retorna apenas os vértices que possuem dois vizinhos u, v em S tais que
uv ¢ E(G) (consequentemente, neste caso o P3 deve ser induzido). Além disso, o nosso
interesse € em calcular o nimero de envoltdria nessas convexidades.

Apresentamos e estudamos duas formulacdes de programacao linear-inteira para
determinar esses parametros, que acreditamos serem as primeiras na literatura. Em se-
guida, executamos testes em instancias geradas aleatoriamente para analisar o desempe-
nho de tais formulacdes quando as instancias sdo grafos arbitrarios, ou mesmo bipar-
tidos. Vale enfatizar que a determinagdo de tais parametros é um problema NP-dificil
para grafos bipartidos [Araujo et al. 2013] e para grafos planares com grau maximo limi-
tado [Draque Penso et al. 2014].

Formulacoes
Modelo 1: Passo de Contaminagdo.

O primeiro modelo baseia-se no tempo para contaminagdo, ou seja, no numero
de aplicacdes da funcdo de intervalo necessarias para infectar todo o grafo. Seja P um
limite superior para esse tempo (por exemplo, P = |V| — 2). Para k € V, considere Hj,
como o conjunto de pares de vértices ambos adjacentes a k£ (e ndo adjacentes entre si,
para P;). Usamos as varidveis bindrias z% e yfj, 1,7 € Vep=20,...,P, para indicar,
respectivamente, se o vértice ¢ e o par {i, j} estdo contaminados ou ndo no passo p. Com
18s0, obtemos o modelo:

min Zx? (D)

eV
sa:al =1, VieV, (2)
yl, < af oyl < af Vi, jeV,p=0,.., P, (3)
< Y VkeV,p=0,..,P—1, 4)
{i.7}€H,
ot € {0,1}, 4%, € {0,1}, Vi,jeV,p=0,...,P. (5)

As restricdes (2) garantem que todos os vértices serdo contaminados, enquanto (4)
asseguram que ¢ estd infectado no passo p + 1 se foi infectado no passo 0 ou dois de seus
vizinhos estdo infectados no passo p. As restri¢cdes (3) estabelecem a relacdo necessdria
entre as varidveis. Note que esse modelo apresenta um nimero cibico, em termos de |V/
de varidveis e de restricdes, e pode ser submetido diretamente a um solver.

]
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Modelo 2: Co-convexo.

Este modelo € inspirado no método implementado em [Sag ] para o célculo do
numero de envoltdria na convexidade geodésica. Para descrevé-lo, precisamos introduzir
uma nova defini¢ao.

Dado um grafo GG, um conjunto S C V() é co-convexo se V(G) \ S é convexo.
Consequentemente, observe que, se nenhum vértice de S for infectado inicialmente, como
a envoltéria de V(G) \ S é o proprio conjunto, nenhum dos vértices de S se tornard
contaminado. Desta forma, pode-se deduzir que S’ € um conjunto de envoltdria se, e
somente se, para todo conjunto co-convexo .S, temos que S’ N S # (). Essa propriedade
leva ao segundo modelo, onde a varidvel bindria z; indica se o vértice ¢ faz parte do
conjunto de envoltdria:

eV

sa: » x> 1 VS € CC(G)
€S
z; € {0,1} Vi e V(G)

onde CC'(G) é a familia de conjuntos co-convexos de G (na respectiva convexidade).

Pode-se diferenciar esse modelo do anterior em alguns aspectos. Nesse, o nimero
de varidveis € linear, o que configura uma vantagem em relagdo ao anterior, onde tal
nimero € cubico. Por outro lado, 0 modelo co-convexo possui um nimero exponencial
de restri¢cdes, tornando-se invidvel sua submissdo direta a um solver. Para resolvé-lo,
podemos aplicar o método de planos-de-corte. A separacdo das restri¢des pode ser feita
em tempo polinomial.

Experimentos Computacionais

Avaliamos o desempenho das duas formulagdes em instancias geradas aleatoriamente.
Cada grafo é gerado a partir de dois pardmetros: n (quantidade de vértices) e p € (0, 1]
(probabilidade de existéncia de cada aresta). Para obter grafos bipartidos, separamos os
vértices em dois conjuntos A e B, com [n/2] e |n/2] vértices; criamos uma drvore gera-
dora T' (mantendo a biparti¢@o) e, para todo par (i, j) € (A x B) \ E(T') acrescentamos
a aresta ¢j com probabilidade p. Para gerar os grafos aleatérios, segue-se 0 mesmo pro-
cedimento, porém a drvore inicial é qualquer.

Um resumo dos resultados dos experimentos pode ser visto nas Tabelas 1 (grafos
bipartidos) e 2 (grafos arbitrarios). Em cada tabela, apresentamos, para cada instincia,
o tempo requerido (em segundos) pelos dois modelos (Pas = modelo 1, CC = modelo
2), considerando as duas convexidades (FP5 e Py), além da solug¢do 6tima (Sol = nimero
de envoltdria) em cada convexidade. O sinal “-” indica que a formulagdo ndo conseguiu
encontrar o 6timo no tempo limite de 600s, usando o solver CPLEX.

Podemos observar que o modelo 1 demanda tempos bastante similares para as
duas convexidades em bipartidos, mas o mesmo ja ndo ocorre para grafos arbitrérios. Ele
nao conseguiu lidar com a maioria das instancias com 40 vértices ou mais no tempo limite.
J4 0 modelo 2 mostrou-se bastante eficiente para ambas, com tempos de execugdo simila-
res. Como trabalho futuro, desejamos estudar uma maior quantidade de instancias e uma
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Tabela 1. Grafos bipartidos
VI »p P3-Pas P3*-Pas P3-CC P3*CC Sol-P3 Sol-P3*

1 10 0,9 0,5598 0,5835 10,0017 0,0019 2 2
2 10 0,5 0,5867 0,5750 0,0016 0,0017 2 2
3 10 0,2 0,1502 0,1739  0,6089 0,6532 5 5
4 20 0,9 18,6940 18,5222  0,0031 0,0033 2 2
5 20 0,5 55,4023 54,0191 0,0024 0,0029 2 2
6 20 0,2 8,8439 8,8338 2,0854 2,0584 4 4
7 40 0,9 566,0112 563,8231 0,0088 0,0104 2 2
8 40 05 - - 0,0067 0,0076 2 2
9 40 0,2 - - 0,0523 0,0601 2 2
10 80 0,9 - - 0,0432 0,0535 2 2
11 80 0,5 - - 0,0229 0,0275 2 2
12 80 0,2 - - 0,0141 0,0118 2 2
Tabela 2. Grafos arbitrarios
VI »p P3-Pas P3*-Pas P3-CC P3*CC Sol-P3 Sol-P3*
1 10 0,9 0,9740 0,1496  0,0025 0,1074 2 2
2 10 0,5 0,9958 0,4127 0,0019 0,0232 2 3
3 10 0,2 0,5135 0,2033 0,5231 0,3269 3 4
4 20 0,9 27,2655 11,7637 0,0051 0,3394 2 2
5 20 0,5 23,2847 22,5997 0,0034 0,0049 2 2
6 20 0,2 - - 0,0283 0,0359 2 2
7 40 0,9 - - 0,0219 0,0464 2 2
8 40 0,5 - - 0,0114 0,0104 2 2
9 40 0,2 - - 0,0057 0,0063 2 2
10 80 09 - - 0,1303 0,1042 2 2
11 80 0,5 - - 0,0606 0,0483 2 2
12 80 0,2 - - 0,0244 0,0236 2 2

maior variacdo da densidade de cada. Também pretendemos aprimorar o modelo 1 com
o uso de propriedades especificas das convexidades para gerar restricoes que fortalecam
a formulagdo.
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Abstract. Let D be a digraph. A path partition P of D is a collection of paths
such that {V (P): P € P} is a partition of V(D). We say D is a-diperfect if
for every maximum stable set S of D there exists a path partition P of D such
that |S NV (P)| = 1 forall P € P and this property holds for every induced
subdigraph of D. A digraph C'is an anti-directed odd cycle if (i) the underlying
graph of C'is a cycle xyxs - - - Top 11, where k > 2, (ii) the longest path in C
has length 2, and (iii) each of the vertices x1, X2, X3, T4, Tg, Ts, . . ., Lok IS either
a source or a sink. Berge (1982) conjectured that a digraph D is a-diperfect
if, and only if, D contains no induced anti-directed odd cycle. In this work,
we verify this conjecture for digraphs whose underlying graph is series-parallel
and for in-semicomplete digraphs.

1. Introduction

All digraphs considered in this text are finite and contain neither loops nor parallel arcs
(but they may contain cycles of length 2). For terminology not defined here, we refer
the reader to [Bondy and Murty 2008]. Given a digraph D, we denote its vertex set by
V(D) and its arc set by A(D). A pair of vertices u,v € V(D) is adjacent in D if
{uv,vu} N A(D) # (). A stable set of a digraph D is a set S C V(D) such that no pair of
distinct vertices u, v € S is adjacent in D. The stability number of D, denoted by a(D),
is the size of the largest stable set in D. A path P in D is a sequence vgv; - - - vy of distinct
vertices of D such that v;v;11 € A(D) fori =0,...,¢ — 1. A path partition P of D is a
collection of paths such that {V(P): P € P} is a partition of V(D).

In 1960, Gallai and Milgram [Gallai and Milgram 1960] showed that the size of a
minimum path partition of a digraph D is at most the stability number of D. Although
various proofs of this result were known at the early 80’s, no proof implied the existence
of a maximum stable set S and a path partition P such that |S N V(P)| = 1 for every
P € P (later, Meyniel [Meyniel 1989] showed that there exist digraphs where such stable
set and partition does not exist). Thinking about this matter, Berge [Berge 1982] proposed
the class of a-diperfect digraphs. Given a digraph D and a stable set S of D, an S-path
partition of D is a path partition P such that |S NV (P)| = 1 for all P € P. We say that
D satisfies the a-property if, for every maximum stable set .S of D, there exists an S-path
partition of D, and we say that D is a-diperfect if every induced subdigraph of D satisfies
the a-property.

*M. Sambinelli was partially supported by CNPq (Proc. 141216/2016-6) and FAPESP (Proc.
2017/23623-4). O. Lee was partially supported by CNPq (Proc. 311373/2015-1 and 425340/2016-3)
and FAPESP (Proc. 2015/11937-9). E-mails: msambinelli@ic.unicamp.br (M. Sambinelli),
candida@ufscar.br (C.N. da Silva), leeQic.unicamp.br (O. Lee).
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Given a digraph D, we denote its underlying graph by U(D) (in this text we
always consider that the underlying graph is simple). A digraph C' is an anti-directed
odd cycle if (i) U(C') = zyxy - - x9r4171 18 a cycle, where k£ > 2, (ii) the longest path
in C' has length 2, and (iii) each of the vertices x1, s, 3, T4, Tg, Tg, . .., Lo 1S either a
source or a sink. Berge [Berge 1982] showed that anti-directed odd cycles do not satisfy
the a-property, and hence are not a-diperfect, which led him to conjecture the following
characterization for a-diperfect digraphs. Note that it is strikingly similar to Berge’s
conjecture on perfect graphs — nowadays known as the Strong Perfect Graph Theorem
(see Theorem 1 [Chudnovsky et al. 2006]).

Conjecture 1 (Berge, 1982) A digraph D is a-diperfect if, and only if, D contains no
induced anti-directed odd cycle.

Theorem 1 (Chudnovsky, Robertson, Seymour, and Thomas, 2006) A graph G is
perfect if, and only if, neither G nor its complement contain an induced odd cycle of
order at least 5.

By showing that anti-directed odd cycles do not satisfy the a-property, Berge
ended up showing the necessity of Conjecture 1. So the open problem in this conjec-
ture is to verify its sufficiency. Still in his seminal paper, Berge [Berge 1982] showed that
digraphs whose underlying graph is perfect and symmetric digraphs are both a-diperfect.
To the best of our knowledge these are the only particular cases verified for Conjecture 1.
The lack of results for this conjecture and the complexity of the proof of Theorem 1 as
well as the time it took to prove it, seem to indicate that this is a very challenging problem.

A graph G is series-parallel if it can be obtained from the null graph by applying
the following operations repeatedly: (i) adding a vertex v with degree at most one; (ii)
adding a loop; (iii) adding a parallel edge; (iv) subdividing an edge. A clique of a digraph
Disaset S C V(D) such that every pair of vertices in S are adjacent in D. A digraph
D is semicomplete if V(D) is a clique, and D is in-semicomplete if, for every vertex v €
V(D), the set {u: uv € A(D)} is a clique. Note that out-trees, cycles, and semicomplete
digraphs are all in-semicomplete digraphs.

Series-parallel graphs are a common start point towards verifying graph
theoretical conjectures [Chen et al. 2017, Juvan et al. 1999, Merker 2015] and in-
semicomplete digraphs have been well studied in literature [Guo and Volkmann 1994,
Bang-Jensen et al. 1997] and have been used to confirm open conjectures on di-
graphs [Bang-Jensen et al. 2006, Galeana-Sanchez and Gomez 2008]. The contributions
of this work are the following theorems.

Theorem 2 Let D be a digraph containing no induced anti-directed odd cycle. If U(D)
is series-parallel, then D is a-diperfect.

Theorem 3 If D is an in-semicomplete digraph, then D is a-diperfect.

2. Outline of the proofs

The proofs of Theorems 2 and 3 use the following auxiliary results.

Lemma 4 If a digraph D can be partitioned into k induced subdigraphs, say H,
Hs, ..., Hy, such that k > 2, every H; satisfies the a-property, and a(D) = Zle a(Hy),
then D satisfies the a-property.
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Proof: Let S be a maximum stable set of D andlet S; = SNV (H;) fori =1,2,... k.
Thus,

Hence, S; is a maximum stable set of H;, and since the latter satisfies the a-property,
there exists an (.5;)-path partition P; of H;, fori = 1,..., k. Therefore, P = Ule Pi
is an S-path partition of D. Since S is an arbitrary maximum stable set of D, the result
follows. 0

Lemma S If B is a clique cut of a digraph D, then D can be partitioned into two proper
induced subdigraphs D, and Dy such that a(D) = a(D;) + a(Ds). Moreover, if uv is
an arc of D such that u € V(D;) and v € V(Dy), then {u,v} N B # ().

Lemma 6 Let D be a digraph. If U(D) contains a proper induced cycle containing at
most two vertices with degree greater than two, then D can be partitioned into two proper
induced subdigraphs Dy and Do such that o(D) = o(D1) + a(Dy).

2.1. Outline of the proof of Theorem 2

Towards a contradiction, suppose that the result does not hold, and let D be a counterex-
ample with the smallest number of vertices. It is not hard to check that D has order at
least 3. Moreover, since every subgraph of a series-parallel graph is also a series-parallel
graph, we have, by the minimality of D, that every proper induced subdigraph of D sat-
isfies the a-property, which means that D does not, since it is a counterexample. Then
we show that D can be partitioned into two proper induced subdigraphs D; and D5 such
that a(D) = a(Dy) + a(Dy). We prove this result as follows. If D has a cut vertex,
then the result follows by Lemma 5. Otherwise, D has no cut vertex, and hence U (D)
is 2-connected. We show that U (D) contains an induced cycle C' containing at most two
vertices with degree greater than 2. If U(D) = C, then we show that D satisfies the
a-property, a contradiction. Otherwise, C' is a proper induced subgraph, and hence the
result follows by Lemma 6. Therefore, there exists such partition of D and, by Lemma 4,
D satisfies the a-property, a contradiction.

2.2. Outline of the proof of Theorem 3

Towards a contradiction, suppose that the result does not hold and let D be a counterex-
ample with the smallest number of vertices. It is not hard to check that D has order at
least 3. Moreover, since every induced subgraph of an in-semicomplete digraph is also
an in-semicomplete digraph, we have, by the minimality of D, that every proper induced
subdigraph of D satisfies the a-property, which means that D does not, since it is a coun-
terexample. If D is disconnected, then o(D) = «(C) + (D — V(C)), where C' is a
component of D, and hence, by Lemma 4, D satisfies the a-property, a contradiction.
Therefore, we may assume that D is connected. If D is strong, then we use the follow-
ing result provided in [Bang-Jensen et al. 1993] to show that D satisfies the a-property, a
contradiction.

Theorem 7 (Bang-Jensen, Huang, and Prisner, 1993) An in-semicomplete digraph D
of order at least 2 is hamiltonian if, and only if, D is strong.
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Since D is a connected non-strong digraph, there exists a strong component X
such that no arc in D is leaving X. Let Y = {v € V(D) \ V(X): vu € A(D) andu €
V(X)}. By aresult of Bang-Jensen and Gutin [Bang-Jensen and Gutin 1998], we have
yr € A(D) forevery y € Y and x € V(X). Thus, since D is in-semicomplete, Y is a
clique. If Y is a cut of D, then, by Lemma 5, D can be partitioned into two proper induced
subdigraphs D; and D such that a(D) = «(D;) + a(D;), and hence, by Lemma 4, D
satisfies the a-property, a contradiction. Thus, we may assume that Y is not a vertex cut,
and hence V(D) = Y U V(X). We note that u € Y is a vertex adjacent to every vertex
of D and prove that if D — u satisfies the a-property, then D also satisfies the a-property,
a contradiction.
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Abstract. Both graph classes of k-thin and proper k-thin graphs have recently
been introduced generalizing interval and unit interval graphs, respectively. The
complexity of the recognition of k-thin and proper k-thin are open, even for fixed
k > 2. In this work, we introduce a subclass of the proper 2-thin graphs, called
proper 2-thin of precedence. For this class, we present a characterization and
an efficient recognition algorithm.

1. Introducao

A classe dos grafos k-finos foi introduzida em [Mannino et al. 2007] como uma gene-
ralizacdo da classe dos grafos de intervalo. Motivados por isto, [Bonomo, Estrada 2017]
definiram a classe dos grafos k-finos proprios que, de forma similar, generalizam os grafos
de intervalo proprio. As complexidades dos problemas de reconhecer os grafos k-finos
e k-finos préprios, mesmo para £ > 2 fixo, encontram-se em aberto. Neste trabalho,
estudamos uma subclasse dos grafos k-finos préprios, que chamamos de k-finos préprios
de precedéncia, para a qual apresentamos uma caracterizac¢do estrutural e um algoritmo
eficiente de reconhecimento.

Um grafo de intervalo G é um grafo tal que V' (G) é uma familia de intervalos
fechados da reta real, chamado de modelo, tal que (I,J) € E(G) se, e somente se,
I'NJ # (. Em [Olariu 1991], mostra-se que um grafo G é de intervalo se, e somente
se, existir uma ordenacdo < de V(G) tal que, para qualquer tripla ordenada (p, ¢, r) de
vértices de G, se (p,r) € E(G), entdo (¢,r) € E(G). Tal ordenagdo < é chamada
canénica de V(G). A Figura 1(a) ilustra um grafo de intervalo e uma de suas ordens
candnicas. Um grafo de intervalo G é dito prdprio se admite um modelo tal que I ¢ J,
para todo I,J € V(G) distintos. Similarmente, G é um grafo de intervalo préprio se,
e somente se, admite uma ordenagdo < de V' (G) tal que, para qualquer tripla ordenada
(p,q,r) de vértices, se (p,r) € E(G) entdo (p,q),(q,r) € E(G) [Roberts 1969]. Tal
ordenacdo é denominada de candnica propria, como ilustrado na Figura 1(b).

Um grafo G' é denominado k-fino se existir um k-particionamento de V(G) e
uma ordenagdo associada (chamada de consistente) tal que, para qualquer tripla orde-
nada (p, q,r) de V(G), se p e g pertencerem a uma mesma parte e (p,r) € FE(G), entdo
(¢g,7) € E(G). Um grafo G € dito k-fino préprio se existir uma k-particao de V(G)
e uma ordenacgdo associada (chamada de fortemente consistente) que € consistente e tal
que, para qualquer tripla ordenada (p, ¢, r) de V(G) se g e r pertencerem a uma mesma

*financiado por CAPES.
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(a) (b)

Figura 1. Exemplos de sequéncias (a) candnicas e (b) canénicas proprias.

parte e (p,r) € E(G), entdo (p,q) € E(G). O valor minimo de k para o qual G é k-fino
(resp. k-fino préprio) é chamado de finura (resp. finura propria) de GG, denotado por
thin(G) (resp. pthin(G)). Note que, os grafos k-finos sdo uma generalizacao dos grafos
de intervalo, e que os grafos k-finos proprios generalizam os grafos de intervalo proprios.

Em [Bonomo, Estrada 2017], é apresentado um algoritmo eficiente para determi-
nar o particionamento minimo de V() para o qual uma dada ordenag@o é consistente,
ou fortemente consistente. Além disso, prova-se que o problema de determinar se existe
uma ordenacdo consistente, ou fortemente consistente, dado um particionamento é NP-
completo. De uma maneira geral, mesmo para £ > 2 fixo, a complexidade de decidir se
um grafo € k-fino ou k-fino préprio encontra-se em aberto. Neste trabalho investigamos
o problema para uma classe de grafo mais restrita, definida por admitir uma ordenagao
fortemente consistente que goza de uma propriedade especial. Mais especificamente, cha-
maremos um grafo G de 2-fino proprio de precedéncia (2-FPP) se G € um grafo 2-fino
préprio que admite biparti¢do (X,Y’) de V(G) e uma ordenagdo fortemente consistente
< na qual todos os vértices de X precedem aqueles de Y em <. A Figura 2(a) ilustra um
grafo que é 2-FPP e, na Figura 2(c), € ilustrado um grafo que nao € 2-FPP com respeito a
biparticdo escolhida. A conveng¢do da representacdo destas figuras € a de que os vértices
das partes da biparticao (X, Y") associada sdo dispostos horizontalmente, cada parte em
uma horizontal, e a ordem da esquerda para direita € aquela encontrada em uma ordena-
cdo fortemente consistente. Além disso, por convengdo, os vértices que estdo embaixo
precedem os que estdo em cima na ordenacdo fortemente consistente.

NN Y X X

(a) (b) ©) (d)

Figura 2. (a)(c) Grafos e biparticdo (X,Y) dados; (b)(d) Grafos S(X,Y).

2. Reconhecimento dos Grafos 2-FPP com Dada Biparticao

Nesta secdo, apresentaremos um algoritmo eficiente para o seguinte problema:

PROBLEMA: Reconhecimento dos grafos 2-FPP com biparti¢ao dada
ENTRADA:  Um grafo G e uma biparti¢do (X, Y') de V(G) com G[X]| e G[Y] conexos
Existe uma ordenacdo < de V' (G) consistente com (X, Y) tal que

UESTAO: (o o
Q cada vértice de X precede cada vértice de Y em <?

Naturalmente, G[X] e G[Y] devem ser grafos de intervalo préprio. Em caso negativo, o
algoritmo pode responder NAO. Em caso positivo, sabe-se que G[X| admite uma tnica
ordena¢do candnica a menos de reversdao e permutacao entre os vértices gémeos (vértices
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com mesma vizinhanga fechada em G[X]). O mesmo pode ser dito para G[Y]. Sejam sx
e sy ordenagdes candnicas arbitrdrias de G[X] e G[Y], respectivamente. Denote por s~
a reversdo de uma ordenacdo s. O algoritmo prossegue para cada (s1, s2) € ({sx, sy } X
{sy, sy'}) verificando se existe uma ordenagdo s, obtida da concatenagdo de s; com s,
e de eventual permutacdo de vértices que sdo gémeos em G[X| ou em G[Y], que seja
fortemente consistente com (X, Y'). Tal verificacdo € feita da seguinte forma.

O algoritmo utilizard um digrafo D¢ associado a G no qual as arestas direciona-
das representam ordens for¢cadas entre os vértices de s. Caso hajam relagdes de ordem
mutuamente contraditérias, o que consiste na apari¢do de um ciclo em D¢, o par (s1, $2)
vigente € ignorado e o préximo € considerado. Caso contrério, qualquer ordenacio que
respeite as relacdes definidas pelas arestas de D¢ serd consistente com (X, Y), situagdo
que o algoritmo responderd SIM e retornard uma ordenacao topoldgica de Dg como um
certificado dessa resposta. Se um ciclo for encontrado em cada par (s, s2) investigado,
o algoritmo responderd NAO e retornard como certificado da resposta negativa os ciclos
encontrados. As regras que forcam ordens relativas entre vértices serdo as seguintes:

(i) Seja X’ (resp. Y’) o conjunto formado pelo dltimo vértice de s; e seus gémeos
em G[X] (resp. o conjunto formado pelo primeiro vértice de s, e seus gémeos em
G[Y)]). Paratodo u € X', v € Y, (u,v) é uma aresta forcada em Dg;;

(ii) paratodo u,v € X, se u e v ndo sdo gémeos em G[X] e u < v em sy, entdo (u,v)
¢ uma aresta forcada em D¢. Analogamente, para todo u,v € Y, se v € v ndo sao
gémeos em G[Y] e u < v em sy, entdo (u,v) é uma aresta for¢ada em Dg;

(iii) paratodo u,v € X ew € Y, se (u,w) € E(G) e (v,w) € E(G), entdo (u,v)
€ uma aresta forcada em Dg. Analogamente, para todo u,v € Y ew € X, se
(u,w) € E(G) e (v,w) € E(G), entdo (u,v) é uma aresta forcada em Dg.

O algoritmo pode ser implementado em tempo O(n?).

Figura 3. Dois exemplos de execucado do algoritmo. (a) grafo e biparticao de
entrada; (b) D considerando arestas forcadas nos passos (i) e (ii); (c) Ds con-
siderando arestas forcadas no passo (iii).

3. Caracterizacao dos Grafos 2-FPP com Dada Biparticao

Nesta secao apresentamos uma caracterizagcdo dos grafos 2-FPP com dada biparti¢do. Um
grafo G € um grafo de divisdo se existir uma biparti¢do (X, Y') de V(G) tal que X seja
uma clique e Y um conjunto independente. Um grafo € dito de limiar se G € um grafo de
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divisdo que admite uma ordenacao dos vértices de X (resp. Y'), chamada de ordenacdo de
limiar, de modo que suas vizinhancas estejam ordenadas por inclusio, isto €, se u precede
v na ordenag@o, entdo N[u] C Nv] (resp. N(u) C N(v)). Para a caracterizagio a seguir,
definiremos o grafo de divisao S(X,Y") associado a biparti¢do de entrada (X, Y"), obtido
de GG pela adi¢do e remocdo de arestas de modo que X se torne uma clique e Y se torne um
conjunto independente. As Figuras 2(b) e 2(d) ilustram os grafos de divisdo associados
aos grafos das Figuras 2(a) e 2(c), respectivamente.

Teorema 1. Se G é um grafo e (X,Y') é uma biparti¢do de V (G), entdo G é 2-FPP com
respeito a (X,Y) se, e somente se, existir ordenagdes candnicas Sx, Sy de respectiva-
mente G| X| e G[Y] tais que S(X,Y') é um grafo de limiar para o qual sx corresponda a
uma ordenagdo de limiar de X e sy* a uma ordenacdo de limiar de'Y .

Demonstracdo. Suponha que G é 2-FPP com respeito a biparti¢ao (X, Y ) de V(G) e s é
uma ordenagdo consistente propria associada. Seja sx (resp. sy) o prefixo (resp. sufixo)
de s correspondente aos vértices de X (resp. Y). Naturalmente, sx € sy s@o ordens
candnicas de G[X] e G[Y], respectivamente. Suponha que sy ndo é uma ordenagédo de
limiar de X. Entdo, existem u,v € X ew € Y com u < v em sy tais que w € N[u] e
w ¢ Nv]. Mas entdo (u,w) € E(G), (v,w) € E(G) e u < v < w em s, contrariando s
ser uma ordenagio fortemente consistente. Suponha agora que sy" nio é uma ordenagio
de limiar para Y, e logo existem u,v € Yew € X comu < vem sy taisquew € N(v)e
w ¢ N(u). Mas entdo (v,w) € E(G), (u,w) ¢ F(G) e w < u < vem s, 0 que contraria
s ser uma ordenacdo fortemente consistente. Por outro lado, considere que sy e 3;1 sdo
ordenagdes de limiar de X e Y e candnicas de G[X] e G[Y]. Mostraremos que s = sy Sy
é uma ordenacéo fortemente consistente com respeito a biparti¢do dada (X, Y"), seguindo
o resultado. Na suposi¢do do contrario, existiria (i) u,v € X, w € Y comu < v em s
tais que (u,w) € E(G), (v,w) ¢ E(G),ou (i) u,v € Y, w € X comu < v em s tais
que (v, w) € E(G), (u,w) ¢ E(G). No caso (i) (resp. (ii)), hd contradi¢do com o fato de
sx (resp. s;l) ser uma ordenacdo de limiar para X (resp. Y). L]

4. Conclusao

Este trabalho foi motivado pelos problemas de determinar a finura, e a finura propria
em grafos. A introducido de ambos os pardmetros é um conceito relativamente recente e
foi motivada por uma generalizacdo do bem-conhecido problema de reconhecimento de
grafos de intervalo e de intervalo unitarios. A complexidade de reconhecer se um grafo é
k-fino ou k-fino préprio encontra-se em aberto mesmo para k > 2 fixo. Neste trabalho,
introduzimos a classe dos grafos 2-finos préprios de precedéncia (2-FPP) e apresentamos
um algoritmo de reconhecimento polinomial e uma caracterizacao estrutural da classe.
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Abstract. In the Online Circle Packing in Squares, circles arrive one at a time
and we need to pack them into the minimum number of unit square bins. We
improve the previous best-known competitive ratio for the bounded space ver-
sion from 2.439 to 2.3536 and we also give an unbounded space algorithm. Our
algorithms also apply to the Online Circle Packing in Isosceles Right Triangles
and Online Sphere Packing in Cubes, for which no previous results were known.

1. Introduction

We consider the Online Circle Packing in Squares, Online Circle Packing in Isosceles
Right Triangles, and Online Sphere Packing in Cubes problems. They receive an online
sequence of circles/spheres of different radii and the goal is to pack them into the mini-
mum number of unit squares, isosceles right triangles of leg length one, and unit cubes,
respectively. By packing we mean that two circles/spheres do not overlap and each one
is totally contained in a bin. As applications we can mention origami design, crystal-
lography, error-correcting codes, coverage of a geographical area with cell transmitters,
storage of cylindrical barrels, and packaging bottles or cans [Szabé et al. 2007].

In online packing problems, one item arrives at a time and must be promptly
packed, without knowledge of further items. Also, after packing an item, it cannot be
moved to another bin. At any moment a bin is open or closed: we can only pack items into
open bins and, once a bin is closed, it cannot be opened again. The algorithms can have
bounded space, when the number of open bins is bounded by a constant, or unbounded
space, when there is no guarantee on this number. Usually, items cannot be reorganized,
but our unbounded space algorithms may do this on a constant number of items.

Several works consider items to be squares or rectangles [Christensen et al. 2017],
but the Online Circle Packing in Squares was considered only in [Hokama et al. 2016],
who showed a lower bound of 2.292 on the competitive ratio of any bounded space al-
gorithm and gave one with asymptotic competitive ratio 2.439. Offline Circle Packing in
Squares was considered in [Miyazawa et al. 2016] and there are several results for pack-
ing circles or spheres of same radii [Szabo et al. 2007, Tatarevic 2015].

We show bounded and unbounded space algorithms which work for our three
problems. The bounded space ones are based on the one given in [Hokama et al. 2016],

*This work was supported by Sao Paulo Research Foundation (grants 2016/14132-4, 2015/11937-9,
2016/01860-1, 2016/23552-7) and National Counsel of Technological and Scientific Development (grants
306358/2014-0, 311499/2014-7, and 425340/2016-3).
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but they have a simpler analysis, we improved the occupation ratio for the class of small
circles, we subdivide the bins in a simpler way, and we used another method to find the
numerical results. The unbounded space algorithms are a modification of the bounded
space ones using an idea presented in [Epstein 2010]. We also give lower bounds on the
competitive ratio of any bounded space algorithm for Online Circle Packing in Isosceles
Right Triangles and Online Sphere Packing in Cubes. Due to space constraints, in the
next section we only describe our algorithms for Online Circle Packing in Squares. The
same algorithms, with relatively minor changes work for the other two problems!'.

2. Online Circle Packing in Squares

For an integer M given as a parameter, a circle of radius r is large if » > 2/M and
it is small if r < 2/M. Large and small circles are packed separately, into Lbins and
Sbins, respectively, which are, nonetheless, unit squares. The only difference between the
bounded and unbounded space algorithm is how they pack some of the large circles.

For an integer ¢ > 1, let p;* be the largest value such that ¢ circles of radius p;*
can be packed into a unit square. Let p; be p;*, if © < 30, or the best-known lower bound
for p;x, if 30 < i < 9996 [Specht ]. Let K € Z be such that px1 < 2/M < pg. A
large circle of radius r has type i, for 1 < ¢ < K, if p;41 < r < p;, or it has type K,
if 2/M < r < pg. We denote a large circle of type i as I;. Let C' € Z be a parameter.
Given a small circle of radius r, we find the largest integer p such that C?r < 2/M. We
then classify such circle as type (¢,p) if 2/(i + 1) < CPr < 2/i, where M < i < CM.

The hexagonal packing is the densest one for circles of equal radii and we will use
it to pack small circles. For each i, with M < ¢ < C'M, an Sbin is of type 7 if it is used to
pack small circles of type (7, p), for any p > 0. We keep at most one Sbin of type i open at
atime. A ¢-bin(i, p) is a square of side length 1/CP*!, When an Sbin of type i is opened,
it is divided into C? g-bins(i, 0). A g-bin(i, p) is either subdivided into C? q-bins (i, p+ 1)
or it is tiled with hexagons of side 4/(CPiv/3) to pack small items of type (i, p) (because
a circle of radius at most r fits into a hexagon of side length 2r/1/3). Note that we must
have 1/CP™! > 2/(iCP) for this to work, but since i < C'M, it suffices to choose M > 2.

When a small item of type (i, p) arrives, the algorithms will simply try to pack
it into a hexagon of a g-bin(é, p). If there is no such hexagon, they will find an empty
g-bin(z, p’) (not tiled yet) with the largest p’ such that p’ < p and subdivide it, until a
g-bin(7, p) is found (at which point it will be tiled). Next theorem shows the occupation
ratio of a closed Sbin, which is the minimum total area occupied by the circles packed in
such bin. Parameter C' is chosen to be 5 because it maximizes this ratio.

Theorem 1 The occupation ratio of a closed Sbin of type i, for M < i < 5M, is at least

551 (1 _ 431 18.48) T M?
600 M M2 ) 12 (M+1)%°

Now for packing large circles, since pgggs < 0.005076143 and p; < pgggs for
i < 9996, we chose M = 360, which makes 2/M < 0.005555556. Thus, we can find
K such that pr1 < 2/M < pg, and so we can classify all large items. For each i, with
1 <7 < K, an Lbin is of type ¢ if it packs large circles of type 7. At most one Lbin of
type ¢ is kept open at a time. When an Lbin of type ¢ is opened, it is divided into i c-bins,
which are circles of radii p;. When an I; arrives, it is either packed into an empty c-bin

'A full version is available at https://arxiv.org/abs/1708.08906.
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or the current Lbin of type 7 (if any) is closed and a new one is opened. Note that at most
K Lbins are kept open by the algorithm at any given time. Together with the (C' — 1)M
Sbins, we can see that this algorithm has bounded space. Furthermore, note that each
closed Lbin of type i has occupation ratio of at least imp?, ;.

The analysis of the competitive ratio uses the weighting method [Epstein 2010],
in which we show a weighting function w over the items such that the sum of weights of
items in any bin is at least 1, except for a constant number of bins. Afterwards, we find
every feasible configuration, i.e., sets of items that can be packed into a bin, calculate their
sum of weights, and find the supremum [ of such sums. As a result, the asymptotic com-
petitive ratio of the algorithm is bounded from above by 3. However, it is not reasonable
to list every possible feasible configuration, so we use the following fact. Consider a bin
of maximum weight with some known-circles Z' C Z whose sum of weights is W and
sum of areas is A, and let OR be a lower bound on the occupation ratio of the unknown
circles of the bin (in Z\Z"). If the weighting function is such that the weight of a circle
i ¢ T’ of area a(7) is at most a(7) /OR, then the total sum of weights in such bin is at most
W + (1 — A)/OR. With this, we can find only a few configurations and the lower bound
on the occupation ratio of circles that are not on them, in order to find an upper bound on
the asymptotic competitive ratio of our algorithms. For that, we use a two-phase program.
The first phase uses constraint programming to give a set F of feasible configurations that
contain only large circles. Each configuration Z € F is associated with an integer f(Z)
which indicates that all large circles from type 1 to f(Z) were tested to be part of Z. In the
second phase the idea is to add circles of type greater than f(Z) in the remaining space
of the bin by using a criterion of space: if the circle’s area is at most the remaining area
of the bin, such circle will be considered. For that we use an integer programming which
simulates a knapsack problem. We may create an infeasible configuration, but this is not
an obstacle since our goal is to find a configuration with maximum total weight. This
two-phase program is used in the proofs of Theorems 2 and 3.

At last, we define w(;) = 1, so a closed Lbin of type i has total weight 3" i 3=

1.Let OR = 2% (1 — 21 + lfﬁg) i) (Mj\in For a small circle ¢ of type (7, p) and area

a(c), we define w(c) = %(g , 50 a closed Sbin B of type i has total weight }_ . ‘g; =

5za(B) > 1, where a(B) is the sum of areas of items in B and, according to Theorem 1,

a(B) > OR. Theorem 2 concludes with the asymptotic competitive ratio of the algorithm.

Theorem 2 The algorithm for packing circles in squares with bounded space has asymp-
totic competitive ratio strictly below 2.3536.

Packing large circles in the unbounded space algorithm follows an idea
of [Epstein 2010]. A waiting bin packs either one I; with one I, (the /; at the left bottom
corner and the I, at the right top corner) or one /; with two I, (the /; centered to the left
border with one /, at the right bottom corner and the other at the right top corner), if their
radius are related with a value D. Other circles are packed as before. The reorganization
of packed items is allowed only for /;s that are inside open waiting bins. The algorithm
has unbounded space because we cannot guarantee how many waiting bins are open.

If an [; of radius » > D arrives, then we pack it as in the bounded space algo-
rithm (one per bin). Otherwise, » < D and we pack it in an already opened waiting bin
containing either one /5 or at least one I4, if one exists, or we open a new one to pack
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the /; and let it open waiting for an /5 or two ;. This last case is why we allow the
reorganization of circles I; inside waiting bins. Let v = v/2/(v/2 + 1) — D. If an I, of
radius r > +y arrives, then we pack it as in the bounded space algorithm (two per bin).
When r < ~, the circles are labeled according to their arrival so that the following steps
can be repeated at every 72 of them. If the /5 is among the first 70, then it is packed as
in the bounded space algorithm (two per bin); if it is one of the last 2, then it is packed
in a waiting bin. Let A = 3/2 — /2D + 1. If an I, of radius » > \ arrives, then we
pack it as in the bounded space algorithm (four per bin). When r» < ), the circles are
labeled according to their arrival so that the following steps are repeated at every 34 of
them. If the [, is among the first 32, then we pack four per bin; if it is one of the last 2,
then it is packed in a waiting bin. Values of v and A were chosen through simple algebraic
expressions written considering the desired configurations of waiting bins. Since we need
p2 < D < p1, p3 < v < pg,and p; < A < py for them to be possible, and this is true for
pe < D < 0.331553, we fixed D = 0.325309.

To analyse the competitive ratio of this algorithm we use a generalized weighting
method [Epstein 2010]. We need to show weighting functions w; and ws whose sum
of weights of items in any bin is at least 1 on average for at least one of the functions,
except for a constant number of bins. The supremum g of the sums of weights of feasible
configurations, for both functions, is an upper bound on the asymptotic competitive ratio.

When the algorithm ends, either there are open waiting bins with 7, in which case
we apply w; over all circles, or there are not, in which case we apply ws. They differ from
w only regarding [, I, and 1, if their radii are at most D, -y, and A, respectively. If ; has
radius < D, then wy([;) = 1 and wy(1) = 0. If 15 has radius r < -, then wy (1) = %
and wy(l5) = 2I. If I, has radius 7 < A, then wy(Iy) = 2= and wy(I;) = ;. For both
functions, the sum of weights in any bin is at least 1 if we do not consider [, 5, and 1,
because this is true for w. Now consider w; was applied over such items. All waiting
bins have total weight at least 1 because they contain an /;. For every set of 72 I, we
have 70 of them packed into 35 bins and the last 2 packed into 2 waiting bins with one I;
each. Thus, the average weight of these bins is (35 (222) +2 (1 + 23)) /37 = 1. This is

similar for 7, and w,. Theorem 3 concludes our result.

Theorem 3 The algorithm for packing circles in squares with unbounded space has
asymptotic competitive ratio strictly below 2.3105.
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Abstract. Multi-sequential functions were introduced by Choffrut and Schiitzen-
berger as the family of rational functions whose graph is a finite union of se-
quential functions. Recently, Jeckert and Filiot have shown that it is decidable
in polynomial time if a rational function is multi-sequential. In this communica-
tion we study the rational functions that are a union of k sequential functions, for
a fixed integer k. We present three characterizations of these functions, which
are related to classical results of the theory of rational relations.

Resumo. Fungcoes multi-sequenciais foram introduzidas por Choffrut e
Schiitzenberger como a familia das funcdes racionais cujo grdfico é uma unido
finita de funcoes sequenciais. Recentemente, Jeckert e Filiot mostraram que
é decidivel em tempo polinomial se uma funcdo racional é multi-sequencial.
Nesta comunicacdo estudamos as fungdes que sdo uma unido de k fungoes se-
quenciais, para um inteiro fixo k. Apresentamos trés caracterizacoes dessas
fungoes, que recordam resultados cldssicos sobre as relacdes racionais.

1. Introducao

A elucidagdo da estrutura de familias de objetos realizados por autdmatos — linguagens,
séries, relacdes — decompondo-os em objetos mais elementares € uma das linhas de estudo
mais tradicionais na area da Teoria dos Automatos. Por exemplo, no tratado classico de
Samuel Eilenberg [Eilenberg 1974], um capitulo é dedicado a estrutura dos conjuntos
reconheciveis, e um algoritmo de decomposicao dessas linguagens € apresentado.

Nossa contribui¢ao filia-se a essa linha ao considerar a estrutura das fungdes entre
palavras realizadas por autdbmatos com entrada e saida — os transdutores. Um transdutor’
¢ uma extensdo do modelo de autdmato, no qual as transi¢des sdo rotuladas por um par
de palavras, uma dita de entrada e outra de saida. Ao invés de reconhecer linguagens, os
transdutores realizam relagdes entre mondides livres A* e B*; essas relagdes sao precisa-
mente as relacdes racionais de A* a B* (= subconjuntos do produto cartesiano A* x B*
que podem ser obtidos com aplica¢gdes das operacdes de unido, produto e estrela a partir
de unitdrios). Uma fungdo racional é uma relagio racional que é uma funcdo parcial.?

Em diversos aspectos, relacdes racionais sao objetos muito mais intrincados do
que as linguagens reconheciveis.> Por outro lado, as fungdes racionais, que estudamos
aqui, exibem propriedades notdveis e por isso ganharam muita atencao na literatura.

*Este trabalho € apoiado pelo projeto Problemas estruturais em modelos formais de Computagdo, Edital
MCTI/CNPQ/Universal 14/2014 (Processo 459957/2014-7).

'Por limitagio de espaco, ndo apresentamos neste resumo definigdes e notagdes basicas sobre autdmatos
e transdutores. Esse material pode ser consultado no livro de Jacques Sakarovitch [Sakarovitch 2009].

2 Ao longo do texto, A e B aparecerio liviemente e representam dois alfabetos.

3Por exemplo, a equivaléncia ndo é decidivel para relacdes racionais.
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O problema abordado nesta comunicagdo refere-se ao conceito de determinismo
em transdutores. Contrariamente aos autdmatos sobre um monoéide livre, nem todo trans-
dutor funcional (= realiza uma fun¢do) pode ser determinizado. A caracterizacdo das
fungdes racionais que podem ser realizadas por um transdutor sequencial, ou seja, deter-
ministico na entrada — s@o as chamadas funcées sequenciais — é um resultado profundo,
obtido por Choffrut em 1979 [Choffrut 1979, Lombardy and Sakarovitch 2006].

Em 1986, Choffrut e Schiitzenberger consideraram um relaxamento da sequen-
cialidade: mesmo que uma funcdo racional ndo seja sequencial, pode-se escrevé-la
como uma unido finita de fungdes sequenciais? Chamamos de multi-sequencial uma
tal fun¢do.* O principal resultado apresentado em [Choffrut and Schiitzenberger 1986] é
uma caracterizacao estrutural dos transdutores que realizam uma fun¢do multi-sequencial.
Os problemas de decidir se uma fung¢do racional € multi-sequencial e de decompor uma
tal funcdo em uma unido de fungdes sequenciais foram considerados por Jecker e Fi-
liot [Jecker and Filiot 2015], com um algoritmo polinomial para o primeiro problema.

Nesta comunicacdo, consideramos uma versdo parametrizada, por um inteiro
k > 0, da questdo introduzida por Choffrut e Schiitzenberger: que fun¢des racionais
podem ser escritas como uma unido de k£ funcdes sequenciais? Chamamos tais fungdes
de k-sequenciais. A semelhangca com os resultados mencionados € apenas aparente: os
trabalhos de Choffrut, Schiitzenberger, Jeckert e Filiot tratam de investigar a existéncia
de uma decomposi¢do; aqui, deseja-se uma resposta mais refinada, ao fixar-se um tama-
nho para a decomposi¢ao. Essa diferenca pode surpreendentemente ser posta em paralelo
com dois problemas de decisdo cldssicos para transdutores: decidir se um transdutor é
k-valorado, para um dado inteiro k (ou seja, se a imagem de toda palavra no dominio é
um conjunto de no maximo k palavras); decidir se ¢ finitamente valorado (se existe um
tal k). Ambos os problemas podem ser decididos em complexidade polinomial, o que
demonstramos com J. Sakarovitch através de construcdes estruturais com transdutores
[Sakarovitch and de Souza 2008]. Mas as constru¢des empregadas sao muito diferentes.

Nossa contribuicdo consiste de trés caracterizagdes das funcdes k-sequenciais, que
referem-se a facetas distintas desses objetos. Cada uma relaciona-se com um resultado
classico sobre transdutores: a primeira, Teorema 3.1, recorda a supracitada caracterizagio,
de sabor topolégico, de Choffrut das fun¢des sequenciais (Teorema 2.1); a segunda, Te-
orema 3.2, também faz referéncia ao trabalho de Choffrut (Teorema 2.2), mas é mais
estrutural, ao lidar com propriedades de passeios em transdutores; finalmente, a terceira,
Teorema 3.3, evoca uma propriedade de passeios de transdutores k-valorados implicita
em [Weber 1996] e retrabalhada em [Sakarovitch and de Souza 2010] (Teorema 2.3). Por
restricdes de espaco, limitamo-nos a expor, com um minimo de nota¢do, os enunciados
dos trés resultados cldssicos referidos, e, em seguida, enunciar nossos resultados. Con-
cluimos com um comentério sobre consequéncias dos mesmos a serem investigadas.

2. Funcgoes sequenciais e relacoes k-valoradas: propriedades classicas

A principal notagdo envolvida nos resultados que vamos expor € uma métrica sobre um
mondide livre; essa funcdo associa a todo par de palavras u,v € A* a soma dos com-
primentos dos sufixos respectivos apds retirar-se 0 maior prefixo comum entre u € v.

A fung¢do que associa toda palavra da forma wixiHusTo# ... upTrHF & TiUIFHT2UF . . . TpupH,
onde, para todo i, u; € {a,b}* e z; € {a, b}, é um exemplo de fung@o racional que ndo é multi-sequencial.
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Podemos definir essa métrica formalmente com o grupo livre sobre A: ||u, v|| = |u™'v|.

Definicao 2.1 (Funcao lipschitziana) Uma fungdo f : A* — B* ¢ lipschitziana se existe
um inteiro L > 0 tal que, para todo u e v no dominio de f, ||uf, vf|| < L||u, v||.

Nao € dificil demonstrar que toda fun¢do sequencial € lipschitziana. A substincia
da caracterizagcdo de Choffrut € a reciproca, cuja demonstracdo € intrincada:

Teorema 2.1 (Choffrut 1978) Uma funcdo racional é sequencial sse é lipschitziana.

Uma caracterizacdo mais estrutural e efetiva das fungdes sequenciais, também
presente no trabalho de Choffrut, pode ser expressa através de propriedades do produto
cartesiano de um transdutor 7 por ele mesmo: em 7 2, um passeio representa simultanea-
mente dois passeios de 7 com a mesma entrada, em 72, trés passeios, etc. Veja detalhes
desse produto em [Sakarovitch and de Souza 2010]. Precisamos da seguinte defini¢cdo:

Definicao 2.2 (Passeio (i, j)-conjugado) Seja c um passeio de T**1 de um estado inicial

ulug ulug

(p1,P2, - .-, Pr+1) ao estado (G, @2, - - ., Qk+1); Sejam p; —— q; € pj — q; as projegdes
de c nos indices i e j, respectivamente. Dizemos que c é (i, j)-conjugado se, para todo

circuito d que comega e termina em (q1, o, - - . , Qx+1), as projecoes de d nos indices i e j,
vlv1 v|v

QG — q; eq; — q; , satisfazem ul_lu2 = vflufluwg.
A caracterizacao estrutural de Choffrut € a base de algoritmos para decidir se uma
func¢ao racional € sequencial (detalhes podem ser vistos em [Béal et al. 2003]):

Teorema 2.2 (Choffrut 1978) Um transdutor funcional T realiza uma funcdo sequen-
cial sse todo passeio de T* que comega em um estado inicial é (1, 2)-conjugado.

Relativamente as relacdes racionais k-valoradas, a propriedade que nos interessa
envolve o conceito de deslocamento entre passeios ¢ e d com a mesma entrada e que
comecam em um estado inicial: considerando-se todos os prefixos de ¢ e d de mesmo
comprimento, o deslocamento € o maximo entre as diferencas das saidas desses prefixos.

Definicao 2.3 (Deslocamento) Em um transdutor T, o deslocamento entre passeios c
e d com a mesma entrada, e que comecam em um estado inicial, € o inteiro {(c, d) =

max{||:p7 yl| ‘ P % q prefixo de c, r u—|y> s prefixo de d}.

Se um transdutor 7" € k-valorado, ndo somente toda tupla de k + 1 passeios bem-
sucedidos com a mesma entrada tem pelo menos um par com a mesma saida (isso é uma
parafrase da definicao), mas necessariamente existe um par cujo deslocamento € limitado:

Teorema 2.3 (Weber 1996) Um transdutor T é k-valorado se, e somente se, existe um
inteiro L tal que, para todo passeio bem-sucedido ¢ de T* ', existem duas coordenadas
i e j tais que as projegdes c; et c; tem a mesma saida e satisfazem (c;, c;) < L.

3. Contribuicoes

Teorema 3.1 Uma funcdo racional f : A* — B* é k-sequencial se, e somente se, existe
um inteiro L tal que todo conjunto wuy,us, . .., ury1 de palavras no dominio de f admite
indices i e j tais que ||u; f, u; f|| < L||u;, u;]]-
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Teorema 3.2 Um transdutor funcional ‘T realiza uma funcdo k-sequencial se, e somente
se, todo passeio c de T**1, que comeca em um estado inicial, satisfaz: para todo prefixo
d de ¢, existe pelo menos um par i, j de indices tais que ¢ é (i, j)-conjugado.

Teorema 3.3 Um transdutor funcional T realiza uma funcdo k-sequencial se, e somente
se, existe um inteiro L tal que, para todo passeio c de T*1 que comeca em um estado
inicial, existem coordenadas i e j tais que as projecées c; e c; satisfazem (c;, ¢;) < L.

4. Comentarios

As demonstragdes dos teoremas 3.1, 3.2 e 3.3 sdo relacionadas. Por exemplo, no Teo-
rema 3.2, a existéncia de um passeio que nao satisfaz as condi¢des enunciadas permite a
constru¢do de um conjunto de palavras que ndo satisfaz as condi¢cdes do Teorema 3.1; a
existéncia de um passeio que niao satisfaz as condi¢des do Teorema 3.3 permite construir
um passeio que nao satisfaz as condi¢des do Teorema 3.2.

A sequéncia natural de nossos resultados € a investigacdo de um algoritmo para
decidir se uma funcdo é k-sequencial com base no Teorema 3.2 e de uma decomposi¢ao
de uma funcao k-sequencial em £ transdutores sequenciais partindo do Teorema 3.3.

Por fim, agradecemos aos revisores andnimos pela leitura cuidadosa da versao
preliminar deste texto, que nos permitiu melhora-lo substancialmente.
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Abstract. We present a theoretical investigation of the emergence of complexity
or irreducible information in networked computable systems when the network
topology may change over time. For this purpose, we build a network model
in which nodes are randomly generated Turing machines that obey a commu-
nication protocol of imitation of the fittest neighbor. Then, we show that there
are topological conditions that trigger a phase transition in which eventually
these networked computable systems begin to produce an unlimited amount of
bits of expected emergent algorithmic complexity, creativity and integration as
the network size goes to infinity.

1. Introduction

We present a theoretical investigation of systemic properties in networked complex sys-
tems, focusing on the emergence of complexity or irreducible information when com-
putable systems are connected by communication channels. For this purpose, we define a
general mathematical model based on computability theory, information theory, and graph
theory. This model enables one to represent and build definitions as well as theorems on
networked computable systems where the set of nodes (or vertices) is defined as a popu-
lation of Turing machines (or programs) and edges or arrows (i.e., connections or com-
munication channels) are defined by a MultiAspect Graph (MAG) [Wehmuth et al. 2016].
We call this model as algorithmic networks [ Abrahdao 2016, Abrahao et al. 2017].

As pointed and exemplified in [Abrahdo et al. 2017], the motivations for our def-
initions and problems as well as the range of our intended applications of the present
study belongs to an intersection of complex networks, distributed computing, evolution-
ary game theory, algorithmic and statistical information theory, theory of computation,
complex systems theory. Thus, the present work is developed as an interdisciplinary the-
oretical investigation. In order to start tackling this broad subject, we narrow our scope
to study a toy model and the general problem of how much more algorithmic complexity,
creativity or integration a complex network of randomly generated computable systems
produces when playing a game of optimizing the average fitness (or payoff) of the popula-
tion through diffusion. Given certain topologies and information-sharing (or communica-
tion) protocols we aim at mathematically investigating the expected amount of emergent
irreducible information. Comparing the algorithmic complexity of networked nodes with
the algorithmic complexity of isolated nodes gives a direct formal way to measure this
amount of emergent irreducible information. In this work, we will show that the results
in [Abrahdo et al. 2017] can be directly extended in a way such that there is also a lower
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bound for the amount of expected emergent algorithmic creativity or (behavior) integra-
tion.

Therefore, in order to be able to build definitions and prove theorems, we study
these properties of complex systems by simplifying or making an abstraction of the in-
tricate and vast set of different behaviors of networked complex systems. As discussed
in [Abrahdo et al. 2017], the present work achieves results that may be related to ques-
tions ranging, for instance, from the problem of symbiosis, cooperation, and integra-
tion to biological, economic, and social networks. Moreover, it follows the pursuit of a
universal framework for the problem of complexity in complex networks as supported
by [Barabasi et al. 1999, Barabasi 2009]. While it is conjectured in network science that
different types of real-world networks are related by graph properties (e.g. a small di-
ameter compared to the network size or the small-world phenomenon), the theoretical ap-
proach we are developing suggests that these relations may be sound. Our results go in the
direction of answering the problem of why a network topology and an information-sharing
(or communication) protocol become relevant from an emergent open-ended evolution-
ary point of view that takes into account synergy, complexity, irreducible information, and
computational power in solving problems.

2. Model

We defined in [Abrahdo et al. 2017] a particular model of algorithmic networks with
a randomly generated population of nodes (i.e., Turing machines) that plays the Busy
Beaver Imitation Game (BBIG). This is a class of synchronous dynamic algorithmic net-
works 1z that is based on an information-sharing protocol of the simple imitation of the
fittest neighbor. A network Busy Beaver Game is a general game in which each player at-
tempts to calculate the largest integer it can using the information shared by its neighbors.
In this sense, the BBIG is a special case of the network Busy Beaver Game in which every
node only propagates or diffuses the largest integer, taking into account the one produced
by itself and the ones from their neighbors.

Thus, as presented in [Abrahao et al. 2017], these algorithmic networks 91gp can
be seen as playing an optimization procedure where the whole pursues the synergistic
increase of the average fitness through diffusing over the network the best randomly gen-
erated solution to a problem. This is so, assuming that this problem is Turing equivalent
to the halting problem and assuming the Busy Beaver function as a measure of fitness.
Moreover, the network topology may vary over time, which comes from the formalism of
Time-Varying Graphs (TVG) as in [Costa et al. 2015]. While optimization through selec-
tion in a random sampling may refer to evolutionary computation or genetic algorithms,
for instance, in which the best solution eventually appears and remains sufficiently sta-
ble over time, in our model optimization is obtained in a manner that the best solution
also eventually appears, but it is diffused over time in order to make every individual as
averagely closer to the best solution as they can.

3. Results

We have proved in [Abrahdo et al. 2017] that there is a lower bound for the expected
emergent algorithmic complexity in algorithmic networks 915 5. It depends on how much
larger is the average diffusion density in a given time interval compared with the cycle-
bounded conditional halting probability. This lower bound also depends on the parameter
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for which one is calculating the number of cycles. In fact, we have proved a corollary
showing that this parameter can be calculated, for example, from the cover time, as de-
fined in [Costa et al. 2015]. Thus, our results hold even in the case of spending a com-
putably larger number of cycles compared to the cover time. Furthermore, we have proved
that there are asymptotic conditions on the increasing power of the cover time as a func-
tion of the population size such that they ensure that there is a central time to trigger ex-
pected emergent open-endedness [ Abrahdo et al. 2017]. That is, there is a central time to
allow communication between nodes with the purpose of generating unlimited expected
emergent algorithmic complexity with the least amount of cycles (i.e., communication
rounds).

We have also made a small modification on the family of Time-Varying Graphs
of Mpp with the purpose of investigating what would happen if the networks had a rela-
tive small-diameter. We have replaced the cover time with the temporal diffusion diame-
ter (i.e., the number of time intervals to reach every node from any node)—or the classical
diameter (i.e., the maximum shortest path length) in the static case—in the definition of
this family of graphs. Indeed, we have proved in [Abrahdo et al. 2017] that, in this case,
a small diameter (i.e., dominated by O(lg(/N)), where N is the network size) is sufficient
for existing a central time to trigger expected emergent open-endedness.

These proofs stems from the main idea of combining an estimation of a lower
bound for the average algorithmic complexity/information of a networked node and an
estimation of the expected algorithmic complexity/information of an isolated node. While
the estimation of the former comes from the very BBIG dynamics through diffusion of the
biggest sent partial outputs, the estimation of the latter comes from the strong law of large
numbers, Gibb’s inequality, and algorithmic information theory applied to the randomly
generated population of Turing machines.

As indicated in [Abrahdo 2016] for static algorithmic networks only, if one defines
the emergent creativity of a node as

]A<U<pfzet<0ia )| U(piso(0s, €)),

where 4 (y|x) is the conditional (prefix) algorithmic complexity/information (program-
size complexity, Kolmogorov complexity, or Solomonoff-Kolmogorov-Chaitin complex-
ity) necessary to return the string y as output given the string x as input, then our results
also hold for replacing the expected emergent algorithmic complexity/information with
expected emergent algorithmic creativity. Thus, there would also be an emergent open-
endedness on creativity from the studied conditions, and not only on algorithmic com-
plexity. To this end, since we were estimating lower bounds for the expected emergent
algorithmic complexity/information in [Abrahdo et al. 2017], note that from algorithmic
information theory we have that

La(U(pper (04 ) [U(piso(0i, €)) = La(U(phet (03, €)) — La(U(piso(07,€)) + O(1).

Therefore, 14(U(p%_;(0s,¢))|U(piso(0i, ¢)) defines the amount of algorithmic information
necessary to produce the same output that an isolated node would do if networked. In
other words, it gives a formal measure on how much more algorithmically creative a node
becomes when networked compared with when isolated.
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Additionally, if one defines the measure of how much integrated with the network
the behavior of node is as Int(o;, ¢), where Int(o;, c) is the information that one would
need to actually inform as partial inputs in order to make an isolated node o; behaves like
it was networked during c cycles, then it directly follows from algorithmic information
theory that

Int<0i7 C) +0 (1> > IA(U(pfzet(Oiv C)) |U(piso(0i7 C))

Thus, our results in [Abrahdo et al. 2017] also hold for replacing the expected emergent
algorithmic complexity/information with expected (behavior) integration of nodes.

4. Conclusions

We have shown in [Abrahdo et al. 2017] that there are topological conditions that trigger
a phase transition in which, eventually, algorithmic networks J1zp begin to produce an
unlimited amount of bits of expected emergent algorithmic complexity as the population
size goes to infinity. In this work, we have also shown that the same statement holds for
expected emergent algorithmic creativity and for expected emergent (behavior) integra-
tion. These topological conditions come from a positive trade-off between the average
diffusion density and the number of cycles. Therefore, the diffusion power of a dynamic
network has proven to be paramount with the purpose of optimizing the average fitness of
an algorithmic network that plays the Busy Beaver Imitation Game (BBIG). Further, this
diffusion power may come either from the cover time, as in [Costa et al. 2015], or from a
small diameter compared to the network size.
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Abstract. In this paper we analyze a transportation game where all players
want to be transported to a common destination as quickly as possible, and
in order to achieve this goal, they have to choose one of the available buses.
We provide bounds for the Sequential Price of Anarchy considering two social
functions in both metric and non-metric instances.

Resumo. Neste artigo, consideramos um jogo de transporte onde todos os joga-
dores querem ser transportados a um destino em comum o mais rdpido possivel,
e para isso eles devem escolher um dentre os Onibus disponiveis. Apresentamos
limitantes para o Preco da Anarquia Sequencial considerando duas fungoes so-
ciais, para ambas instancias métricas e ndo-métricas.

Introducao

Problemas relacionados com meios de transporte sdo comumente encontrados na drea
de Otimiza¢ao Combinatoria, como, por exemplo, o problema do caixeiro viajante e o de
roteamento de veiculos. Recentemente, [Fotakis et al. 2017] propuseram e analisaram um
problema de transporte sob a perspectiva da teoria de jogos algoritmica no qual exibem
resultados quanto a existéncia e a ineficiéncia de equilibrios puros de Nash. A seguir,
apresentamos o jogo proposto por eles, o qual também sera objeto dos nossos resultados.

Um jogo de transporte I' é uma tupla (N, M,G), onde N é um conjunto de n
jogadores; M é um conjunto de m > 2 d6nibus; G = (V, E') é um grafo completo ndo-
direcionado com um vértice de partida s e um vértice de destino ¢ onde cada aresta
e € E possui uma distdncia d. € Ry, e V = N U {s,t}. Se todas as distancias
d. obedecerem a desigualdade triangular, dizemos que GG é métrico. Cada jogador estd
localizado em um vértice de GG e eles possuem o objetivo de serem transportados de
suas localizagdes ao vértice ¢ com o menor custo possivel. Todos os Onibus estdo ini-
cialmente em s e devem seguir um caminho até o vértice ¢ e consideramos que, assim
como [Fotakis et al. 2017], o percurso de cada 6nibus 5 € M, é determinado por uma
permutagdo 7; : {1,...,n} — N.

Um perfil de estratégia em I' € uma atribui¢do o : N — M na qual um jogador ¢
escolhe um Onibus j que ird busca-lo, e chamamos de S o conjunto de todos estes perfis.
Considerando um perfil de estratégia ¢ € S, o custo do jogador sob este perfil ¢;(o) é
definido com a distancia percorrida por ¢;, o 6nibus escolhido por ¢ no perfil o, entre
a localizac@o de 7 e o destino . Observe que as permutacdes 7 sdao independentes de

*Pesquisa financiada pela FAPESP Proc. 2015/11937-9, 2016/01860-1, 2016/23552-7, 2017/05223-9,
CNPQ Proc. 311499/2014-7, 425340/2016-3, 148027/2016-4, 308689/2017-8.
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qualquer perfil 0 € S. Também consideramos que um Onibus j visita apenas os jogadores
que o escolheram para realizar o trajeto, ou seja, j realizard shortcuts (atalhos) em seu
trajeto sempre que possivel.

Um Equilibrio (Puro) de Nash (PNE) em I' é um perfil de estratégia ¢ onde
nenhum jogador pode de forma unilateral reduzir seu custo escolhendo um 6nibus di-
ferente. Uma forma de avaliar a ineficiéncia de equilibrios € o Preco da Anarquia.
Considere uma fung¢ao f representando a funcdo social de um jogo G, e seja PNE(G)
o conjunto de todos os PNEs de G. O Preco da Anarquia (PoA) é definido como

PoA(f,G) = %’m, onde o* representa um perfil 6timo.

A seguir, apresentamos as duas funcdes sociais definidas por [Fotakis et al. 2017].
A primeira € relacionada com a distancia total percorrida pelos 6nibus, o que reflete o im-
pacto ambiental do resultado do jogo. Considere um perfil de estratégia o e para j € M,
seja nj = |{i: 0, = j}| o nimero de jogadores que escolheram o Onibus j em o e
(j1s---,Jn;) a ordenagdo em que os jogadores serdo buscados pelo 6nibus j. Entdo,
D(o) =371, >-i21d(ji, jis1), onde j, 1 =t para todo Onibus j. A segunda fung@o so-
cial é chamada de custo igualitrio E(o) e representa a maior distancia percorrida por um
tnico 6nibus, definida como E(0) = max;ecy ¢;(0). Note que as fun¢des ndo consideram
a distancia percorrida entre s e o primeiro passageiro.

Jogos de Transporte Sequenciais

Motivado pelo arcabouco dado por [Leme et al. 2012], nés analisamos o jogo de trans-
porte em sua versao sequencial. Neste cendrio os jogadores tomam suas decisdes sequen-
cialmente, por exemplo, do jogador 1 ao n, e essa decisdo € final. Portanto, quando estiver
decidindo em que 6nibus viajar, um jogador ¢ terd conhecimento somente das decisdes de
seus predecessores. Para isso, consideramos o jogo em sua forma extensiva onde a estru-
tura do jogo € representada por uma arvore m-aria I', onde em cada nivel 7 (1 <7 < n)o
jogador 7 € responsdvel por tomar as decisdes de todos 0s nds pertencentes ao seu nivel,
ou seja, escolher um dos m Onibus tendo como informagdo somente todas as escolhas
possiveis dos seus 7 — 1 predecessores. Nas folhas estdo as informacdes dos custos de
cada jogador.

Um subjogo € um jogo induzido pela restricdo de 7" a um né ¢ e a seus descen-
dentes, e um perfil de estratégia s = (s1,...,s,) ¢ um Equilibrio Perfeito de Subjogo
(SPE) se e somente se ele é simultaneamente um equilibrio de Nash para todos os subjo-
gos (subdrvores) do jogo quando restrito a s. Temos que um SPE sempre existe, ele ¢ um
equilibrio puro de Nash do jogo em sua versao simultanea e também pode ser encontrado
através de inducdo retrégrada. Referimos o leitor a [Nisan et al. 2007] para mais sobre
jogos na forma extensiva.

[Leme et al. 2012] também introduziram a noc¢ao de Preco da Anarquia Sequen-
cial o qual corresponde a pior relag@o entre o custo de um SPE e o custo de um resultado
social 6timo relacionado a alguma funcdo social. Dado uma funcdo c representando o
custo social de um jogo G, seja SPE(G) o conjunto de todos os SPE de G. O Preco da
Anarquia Sequencial (SPoA) ¢ definido como SPoA(c, §) = maxacspr(g) Ci‘f), onde c*
representa o custo de um resultado social 6timo. Na proxima se¢do apresentamos nossos
resultados sobre os valores do SPoA relacionados a ambas as fungdes sociais D e F para

instancias métricas e ndo-métricas do jogo de transporte sequencial.
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Resultados

Instancias ndo-métricas

Seguindo os resultados de [Fotakis et al. 2017] que mostram que o valor do Preco da
Anarquia (PoA) é ilimitado para instancias ndo-métricas do jogo de transporte na sua
versdo simultdnea, mostramos que o valor do SPoA também ¢ ilimitado considerando
ambas as fung¢des sociais D e E quando lidando com instancias ndo-métricas, mesmo que
todas as permutacdes dos Onibus sejam iguais.

Proposicao 1 O SPoA ¢ ilimitado para D e E se as distdncias ndo forem métricas,
mesmo que todas as permutagoes dos onibus sejam iguais.

Prova. (esbogco) Considere a instancia exibida na Fig. 1 comn = m = 2 e 7 sendo
igual & permutacdo identidade, ou seja, m,, = m,, = (1,2). Na Fig. 2 podemos observar
0 jogo em sua forma extensiva, onde as folhas representam o custo dos jogadores 1 e
2 respectivamente. Observe que o jogador 2 sempre terd custo 1 ndo importando em
qual 6nibus ele decida viajar, entdo um possivel SPE € aquele em que o jogador 2 sempre
escolhe o mesmo Onibus escolhido pelo jogador 1 e portanto o jogador 1 terd custo M + 1.
Temos que para D, o 6timo social vale 2 e o SPE vale M +2, enquanto que para £ o 6timo
social vale 1 e o SPE vale M + 1. Analisando o valor do SPoA para ambas as func¢des
observa-se que para um M suficientemente grande (M — 00), temos que SPoA = oco.

M
1 2

Figura 1. Instancia nao-métrica com n = 2 jogadores.

(1,1) (1,1)

Figura 2. Jogo em sua forma extensiva.

Funcao D com instancias métricas

A seguir mostramos que o valor do SPoA para instancias métricas em relagao a fungao
social D é n. Esse valor € igual ao valor do PoA [Fotakis et al. 2017].

Teorema 3.1 Em jogos de transporte métricos e sequenciais com n jogadores, com
funcdo social D, SPoA = n.

Prova. O limitante superior vem de [Fotakis et al. 2017] onde temos que D(0) < nD(c*)
para qualquer perfil ¢ e um perfil 6timo o*. Para o limitante inferior, considere
uma instancia (N, M,G) onde |[N| = n, M = {by,...,b,}, e um grafo G tal
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que d(s,u) = d(u,t) =1 para todo v € N e d(u,v) = 0 para todo u,v € N. Consi-
dere que cada 7;, para j € M, € uma permutacdo qualquer. E possivel verificar que o
unico perfil 6timo o* € aquela em que todos os jogadores estdo viajando juntos em um
tinico 6nibus, e portanto o D(o*) é 1.

Agora basta mostrarmos que estas instancias possuem um SPE com valor n, como
por exemplo, uma solu¢do onde cada Onibus estd sendo usado por um tnico jogador.
Observe que um jogador ¢ sempre terd um custo de 1 ndo importando o que os outros
jogadores escolherem. Consequentemente, considere o perfil o onde o jogador ¢ escolhe
o Onibus b;. Em o o custo de cada jogador 7 € 1 e em qualquer outro dnibus o custo seria
1 também. Portanto, 0 € um SPE com valor n. O

Funcao E com instancias métricas

Em contraste com os resultados sobre os valores do PoA relacionados com a fung¢do F
apresentados em [Fotakis et al. 2017] (PoA = 2[Z2] — 1 paran > m e PoA = 1 se
n < m), o proximo teorema mostra que o valor do SPoA ¢é pior do que o encontrado no
jogo em sua versao simultanea mesmo quando n = m.

Teorema 3.2 Em jogos de transporte métricos e sequenciais com n jogadores, com
funcdo social E, SPoA = 2n — 1.

Prova. (esbo¢o) Seja o* um perfil 6timo, o maior valor que uma solugdo pode alcangar
€ quando todos os jogadores escolhem viajar em um Unico Onibus, € argumentamos que
este € um limitante superior para o SPoA de (2n — 1)E(c*). Esse valor € obtido através
de um resultado auxiliar de [Fotakis et al. 2017] o qual afirma que d(u, v) < 2FE(c*) para
todos os pares (u,v) € N e d(u,t) < E(c*) para todos v € N. Entdo, uma vez que
todos os jogadores estdo em um Unico Onibus, temos que o caminho que serd percor-
rido pelo Onibus contém somente uma aresta conectada a ¢ e as (n — 1) arestas restantes

sdo utilizadas para buscar todos os jogadores. Portanto, esse caminho vale no maximo
(n—1)2E(c*) 4+ E(c*) = (2n — 1)E(c*).

Para o limitante inferior, mostramos uma familia de instincias com um
SPE com valor igual ao limitante superior. Estas instincias, dadas por (N, M,G)
onde |N| = |M| =n, e um grafo G onde d(s,u) = d(u,t) = 1 para todos u € N e
d(u,v) = 2 para todos u,v € N. Considere que 7;, para j € M, seja a permutacdo iden-
tidade, ou seja, 7; = (1,...,n). Observe que o perfil 6timo o* é aquele onde cada 6nibus
esta sendo usado por um tnico jogador, e portanto temos que F(c*) = 1. Pode-se mos-
trar, através de indugao retrégrada, que existe pelo menos um SPE nestas instancias onde
todos os jogadores escolhem o mesmo Onibus, e com isso teremos que SPoA > 2n — 1.0
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Abstract. The worst-case time complexity of the ShellSort algorithm is known
only for some specific sequences (a sequence is a parameter of the algorithm).
Relating the algorithm to the Frobenius number concept, we present an algo-
rithm for determining the maximum number of comparisons for any sequence
and array to be ordered. We apply this method together with the empirical deter-
mination of complexity to analyze several sequences whose worst case comple-
xity are known. We show that the empirical approach succeeded in determining
the same complexities which are analytically known and presented its results for
sequences with unknown worst-case time complexity.

1. Introducao

O algoritmo ShellSort é um algoritmo de ordenagdo por comparacdo criado
por [Shell 1959] com o objetivo de ter complexidade de pior caso de tempo 6tima de
©(nlogn), como aquela do MergeSort, e de fazer uso de espaco auxiliar constante. O
algoritmo utiliza uma sequéncia de inteiros, chamados de passos, que influencia na com-
plexidade do algoritmo. A complexidade de pior caso para a sequéncia de Shell ndo
atingiu tal objetivo ([Frank 1960] mostraram posteriormente que o pior caso resultante da
sequéncia de Shell é de ©(n?)), mas abriu caminho para que diversos trabalhos estudas-
sem outras sequéncias de passos, que resultaram em complexidades de pior caso de tempo
tais como ©(n/?), ©(nlog®n) e O(n*/?) [Frank 1960, Pratt 1972, Sedgewick 1986].

Embora a relacdo entre o algoritmo ShellSort € o nimero de Frobenius ja tenha
sido abordada [Incerpi 1983], este trabalho apresenta uma nova relagdo. Tal relagdo con-
duz a um algoritmo para determinar um limite superior para o nimero de comparacoes
numa execu¢do do ShellSort dados uma sequéncia de passos e um vetor. Com tal li-
mite, € realizado um estudo empirico a fim de encontrar complexidades de pior caso para
sequéncias cldssicas, algumas cuja complexidade de pior caso sd@o desconhecidas.

2. ShellSort

ShellSort € um algoritmo de ordenacdo por comparagdo [Shell 1959] de um vetor V' de
n elementos que executa o algoritmo InsertionSort em diferentes subsequéncias de V.
Tais subsequéncias sao definidas por uma sequéncia de passos p1,ps,...,prcomp; = 1,
pi < pit1 paratodo 1 < ¢ < ke pr < n. O ShellSort é descrito pelo Algoritmo 1, no qual
InsertionSort(V, S) representa a ordenagdo por inser¢ao da subsequéncia de V' definida
pela sequéncia de indices S. Diversos trabalhos estudaram a complexidade de diferentes

sequéncias, sumarizadas na Tabela 1.
O menor limite superior conhecido que independa de sequéncia é dado a seguir.

*Projeto financiado por CAPES.
tProjeto parcialmente financiado por FAPERJ.
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Entrada: V[1..n] de inteiros, sequéncia de passos py, pa, . . . , Pk
Resultado: V' ordenado
para j < k até 1 incremento —1 faca

para: < 1 até p; faca

InsertionSort(V, S; j), com S; j = t,7+pj, ¢+ 2pj, ..., 1+ Ln - ZJpj
Y2

Algoritmo 1: Algoritmo do ShellSort.

Tabela 1: Complexidade analitica para algumas sequéncias de passos.

[Autor Ano] Passos {p1,...,px} Pior caso
[Shell 1959] {[n/2'] : 0 <i < [logyn]} 0(n?)
[Frank 1960] {2-n/2"] +1:0< i< |logyn]} 0(n3/2)
[Hibbard 1963] {20 -1:0<i< [logyn|} O(n?/?)
[Papernov 1965] {1} U{2"t+1:1<i < |logyn]} (n%/?)
[Pratt 1972] {¢g=2"3°:r,seN|g<n} O(nlog®n)
[Knuth 1973] {¢g=3"-1)/2:ieN|q<[n/3]} 0(n3/?)
[Sedgewick 1986] {¢g=4"+3-21"1+1:1<ieN|g<n} O(n*/3)
[Gonnet 1991] {1(0,45454)" - n] : 0 < i < [logy o1} em aberto
[Tokuda 1992] {g=T1(9"-49/(5-471)]:1<ieN|g<n} emaberto

Teorema 1. A complexidade de pior caso do algoritmo ShellSort é O(n?loglogn) para
qualquer constante c e sequéncia com O(log® n) passos.

3. Rela¢io com Niimero de Frobenius

Considere o conjunto A = {ay,as,...,a,} C N, |A| > 1, tal que ay,az,...,a, > le
MDC(ay, as,...,a,) = 1. Seja F(A) C N tal que, para cada elemento f € F'(A), ndo
existem ky, ko, ..., k, € Nde modo que kya; + koas + . .. + kpa, = f,isto é, f ndo pode
ser representado como uma combinagao linear dos elementos do conjunto A. O niimero
de Frobenius, denotado por g(A), é o maior nimero de F. O problema de determinar
g(A) possui solugdo algébrica para |A| = 2, a saber, g({a1,as}) = ajas — a3 — ag, mas
sua solugdo algébrica € um problema em aberto quando n > 3. Contudo, elaboramos um
algoritmo pseudo-polinomial como uma variacio do algoritmo da mochila que € eficiente
na pratica. Tal algoritmo determina o nimero de Frobenius dado um limite superior t € N
para g(A). Mais especificamente, dados A = {aj,as,...,a,} et € N, o algoritmo
determina g(A,t) = max{f € F(A) : f < t}, que é igual a g(A) quando t > g(A).
No contexto do ShellSort, este algoritmo pode ser estendido para determinar também
gm(A,t) = max{f € F(A) : f <t,f mod m = 0}. Durante o processamento do passo
Ds, pode ser mostrado que o niimero maximo de comparagdes para cada elemento do vetor
neste passo é de g, ({pk, Pk—1, - - -, Ds+1}, 1). Tal demonstragdo se baseia em mostrar que
nao ocorrem comparagdes de elementos cuja diferenga de posi¢des seja acima deste valor,
pois os elementos j4 estariam ordenados entre si no processamento de algum dos passos
anteriores. Baseado nestas ideias, o Teorema 2 permite estabelecer um limite superior de
comparagdes de um elemento arbitrario para qualquer sequéncia utilizada. Este resultado
¢ utilizado na elaboracdo do Algoritmo 2.

Teorema 2. Durante a ordenagdo do vetor V' pelo ShellSort, o niimero de comparagoes
realizadas na itera¢do relativa ao passo ps para cada elemento de V' é, no mdximo,

Lgps({plwpk*lu v 7ps+1}7n)/sz + 1
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Demonstragdo (Esboco). Mostra-se que o limite superior do intervalo percorrido
por um elemento do vetor na ordenacdo com a iteracdo relativa ao passo
ps € 9p.({Prs K1, Dst1}, ). Para percorrer tal intervalo s3o necessdrias

| 9p. ({Pk» P—1, - - -, Ps+1},1)/Ds | + 1 comparagdes. o

4. Algoritmo de Limite Superior para o Niimero de Comparacoes

Com base no Teorema 2, é possivel enunciar o Algoritmo 2, que determina o nimero
maximo de comparacdes de qualquer sequéncia do ShellSort.

Entrada: Sequéncia de passos pi, pa, . .., p € inteiro n

Resultado: Numero maximo de comparagdes realizadas pelo ShellSort com
n elementos e com a sequéncia de passos p1, po, - - . , Dk

ncomp < (

para s < k até 1 incremento —1 faca
limite < Lgps({pkapk—h cee 7ps+1}>/pSJ + 1
para: < 1 até n faca
limite; <— [(n —1)/ps]
ncomp < ncomp + min{limite, limite; }
retorna ncomp
Algoritmo 2: Determina¢@o do nimero maximo de comparagdes do ShellSort.

O algoritmo determina tal limite com o suporte do Teorema 2, observando-se que
o limite dado pelo teorema é comparado com o tamanho dos subvetores a serem orde-
nados por InsertionSort. Em alguns casos, o limite dado pelo teorema pode ser maior
que o nimero de elementos, e contabiliza-se o0 menor entre os dois. Como resultado,
o algoritmo computa um limite superior para a complexidade de pior caso, em nimero
de comparacdes, dados uma sequéncia de passos e o nimero n de elementos do vetor a
ser ordenado. Este algoritmo € utilizado com o método empirico de se escolher diversos
valores de n e de se determinar o limite superior para tais valores pelo Algoritmo 2. O
resultado € analisado entdo com a ferramenta EMA [Oliveira 2016] para estimar a com-
plexidade assintética correspondente a tal conjunto de pontos. Apesar de ndo haver uma
garantia de que o pior caso assim obtido coincida com os resultados da literatura, este foi
o observado nos experimentos (ver Se¢do 5).

5. Resultados e Conclusao

A Tabela 2 mostra que os limites superiores para as complexidades retornados pelo al-
goritmo sdo justos para as sequéncias cujas complexidades de pior caso sdo conhecidas.
Além disso, para a sequéncia [Sedgewick 1986], para a qual a complexidade de pior caso
exata € desconhecida, o limite encontrado pelo método proposto neste trabalho coincide
com aquele analitico. Portanto, os limites conhecidos analiticos foram todos obtidos atra-
vés do método empirico apresentado. Para as sequéncias de complexidade analitica des-
conhecidas, apresentamos os resultados desta abordagem. Finalmente, observamos que o
melhor limite superior analitico para sequéncias gerais, dado pelo Teorema 1, ndo € justo
para nenhuma sequéncia especifica, enquanto que a abordagem empirica obteve limites
justos para todas elas.
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Tabela 2: Tabela de complexidades retornadas pelo EMA para cada sequéncia.

[Autor Ano] Literatura Empirico

[Shell 1959] 6] 0(n?)

[Frank 1960] (n %) (n %)

[Hibbard 1963]  ©(n'%)  O(n'?)

[Papernov 1965]  ©(n'?) O(n'?)

[Pratt 1972] @(nlog n) O(n log n)

[Knuth 1973] O(n'?) O(n'

[Sedgewick 1986] O(n'#33)  O(n'3%

[Gonnet 1991] emaberto  O(n"'**), O(nlog®n)
[Tokuda 1992] emaberto  O(n?%), O(nlog™® n)
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Abstract. The Steiner tree optimization problem in graphs is NP-hard, howe-
ver, algorithms that use heuristics obtain results close to optimal solution in
polynomial time. In this paper we present a new algorithm based on an exact
enumerative algorithm from literature. The proposed heuristic selects vertices
as candidates to be routers in the Steiner tree.

Resumo. O problema da drvore de Steiner em grafos é NP-dificil, no entanto,
algoritmos que fazem uso de heuristicas conseguem obter resultados proximos
da solugdo otima em tempo polinomial. Neste trabalho apresentamos um
novo algoritmo baseado em um algoritmo exato enumerativo da literatura. A
heuristica proposta seleciona vértices como candidatos a serem roteadores na
drvore de Steiner.

1. Introducao

Considere um grafo G = (V(G), E(G)) onde V(G) representa o conjunto de vértices do
grafo e E(G) o conjunto de suas arestas. Dado um subconjunto W de vértices de V (G),
uma arvore de Steiner consiste num subgrafo conexo 7" de G que contém W e cuja soma
dos pesos das arestas de E(T") seja minimo. Os vértices do conjunto W sdo chamados
de terminais e os demais vértices de V' (G) utilizados para construir 7" s3o chamados de
vértices de Steiner. A versdo de decisdo do problema da arvore de Steiner em grafos €
NP-Completo [Karp 1972], portanto nao possui algoritmos polinomiais que encontrem a
solu¢do 6tima, entretanto existem algoritmos na literatura que fazem uso de heuristicas e
alcangam solugdes proximas da 6tima. O problema da arvore de Steiner possui aplicacdes
praticas como o desenho de layouts de circuitos € o projeto de redes, além de outras
variagdes do problema que surgem no campo préatico.

Considere n como o nimero de vértices em V(G), m como o ndmero
de arestas em FE(G) e k como o nimero de vértices terminais do conjunto
W. A Tabela 1 apresenta alguns trabalhos relacionados publicados na literatura
com a complexidade do algoritmo no pior caso e a razdo de aproximagdo das
solucdes obtidas em relacdo a solucdo Otima, sendo alguns destes aproximativos
([Takahashi and Matsuyama 1980],[Wu et al. 1986],[Kou et al. 1981],[Zelikovsky 1993],
[Robins and Zelikovsky 2000]) e outros exatos ([Dreyfus and Wagner 1971],

[Vygen 2011],[Dourado et al. 2014],[Byrka et al. 2013],[Pajor et al. 2014]).
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Titulo Autores Ano Complexidade Razao de
Aproximacio

The Steiner problem in | Dreyfus e Wag- | 1971 | O(n® +n?2F T +n3F1) |1

graphs ner

An approximate solution for | Takahashi e Mat- | 1980 O(kn?) 2

the steiner problem in graphs | suyama

A fast algorithm for Steiner | Kou, Markowsky | 1981 O(kn?) 2(1—1/1)*

trees e Berman

A faster approximation algo- | Wu, Widmayer e | 1986 O(mlogn) 2(1—1/1)*

rithm for the Steiner problem | Wong

in graphs

An 11/6-approximation algo- | Zelikovsky 1993 O(nm + k%) 1.833

rithm for the network steiner

problem

Improved Steiner Tree Ap- | Robins e Zeli- | 2000 O(kn?) 1.55

proximation in Graphs kovsky

Faster algorithm for optimum | Vygen 2011 O(nk2F+Tos2Flogz 1) 1

Steiner trees

Steiner Tree Approximation | Byrka, Grandoni, | 2013 indefinido 1.38

via Iterative Randomized | Rothvoss e Sanita

Rounding

Algorithmic aspects of Stei- | Dourado,  Oli- | 2014 | O(n*(n +m) +n* 2 +na)® | 1

ner convexity and enumera- | veira e Protti

tion of Steiner trees

A Robust and Scalable Algo- | Pajor, Uchoa e | 2018 O(m(min{nk,m})) indefinido

rithm for the Steiner Problem | Werneck

in Graphs

Tabela 1. Algoritmos conhecidos na literatura para arvore de Steiner.

Na secdo 2 sdo mostrados os conceitos preliminares para o funcionamento do
algoritmo, o pseudo-cddigo e a complexidade no pior caso. Na sec¢do 3 sdo apresentados
os resultados dos testes computacionais e na secdo 4 sdo feitas as consideragdes finais.

2. Descricao do Algoritmo

O trabalho de Dourado et al. (2014) propde um algoritmo exato enumerativo para obter as
arvores de Steiner de um dado grafo em tempo exponencial para o niimero de terminais
k. Nos conceitos preliminares, os autores explicam que os vértices de Steiner podem
ser de dois tipos: linkers e roteadores. Os linkers sdo vértices de grau igual a 2 e os
roteadores devem possuir sempre grau maior que 2. A partir disso, provam que em uma
arvore de Steiner, sempre existe no maximo somente k — 2 roteadores e que todo roteador
ou terminal possui um caminho que € minimo em G até outro roteador ou terminal. Os
vértices que formam esses caminhos sdo os linkers, por isso sempre possuem grau igual
a?2.

No algoritmo proposto pelos autores, sdo explorados todos os possiveis subcon-
juntos de roteadores que fazem parte da solu¢cdo Otima, portanto consideram todos o0s
subconjuntos com 0 a k — 2 vértices como roteadores. Neste ponto o algoritmo torna-se
exponencial na ordem de O(n*2).

A heuristica proposta neste trabalho consiste em analisar todos os vértices nao-
terminais e usd-los como roteadores, um por vez, e analisar aquele que melhora a quali-
dade da ultima melhor solucdo obtida. No entanto esse procedimento sé é executado até
no maximo k — 2 vezes, pois esta € a quantidade maxima de roteadores em uma arvore
de Steiner minima 6tima. O Algoritmo 1 mostra o pseudo-codigo do algoritmo heuristico
proposto.

[ representa o niimero de folhas em uma arvore de Steiner 6tima.
b representa o niimero de 4rvores de Steiner 6timas enumeradas.
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Assim como no algoritmo exato [Dourado et al. 2014], a ideia geral consiste em
utilizar uma matriz dg com as distancias dos caminhos minimos entre todos os vértices
do grafo GG e construir templates, que sdo drvores geradoras minimas de grafos completos
G rw formados com os terminais e os roteadores, utilizando as distancias em dg para os
pesos das arestas.

A complexidade geral do algoritmo fica definida a seguir: para encontrar as
distancias dg € O(n?). A iteragdo principal do algoritmo é da ordem de O(nk?) devido
ao algoritmo para gerar uma arvore geradora minima no grafo completo G'gy. Portanto
a complexidade total do algoritmo é O(n? + nk?3).

Algoritmo 1: Heuristica para arvore de Steiner
Entrada: Grafo G, conjunto W
Saida: Arvore de Steiner T
inicio
melhor < oo;
dg < todas as menores distancias dos caminhos minimos entre todos os
vértices;
G rw < grafo completo somente com os vértices de 11 usando as
distancias de d;
se |[AGM(G gw )| < melhor entao
melhor < |AGM(G gw')
fim
r <« 0;
W'+ W;
changed <+ true;
enquanto changed = true Er < k — 2 faca
changed <+ false;
para cada vértice v de G que néo esteja em W' faga
G rw + grafo completo somente com os vértices de W/ U v
usando as distincias de dg;
se JAGM(G pw )| < melhor entdo
melhor < |[AGM(Grw)|;
changed <+ true;
v v
fim

)

fim

se changed = true entao
r=r+1;

W'+ W' uv;

fim

fim
expande os caminhos minimos em 77;
retorna 7';

fim

3. Experimentos Computacionais

A Tabela 2 apresenta os resultados dos testes computacionais realizados com as bases
de teste de um benchmark conhecido®. As arvores encontradas pelo algoritmo foram
comparadas com as solugdes Otimas esperadas das instancias em relacdo ao grau de

“Bases de testes disponiveis em: http://steinlib.zib.de/testset.php
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aproximacao. Para os experimentos foram utilizadas somente instancias em que a solugao
6tima € conhecida.

Esparsos Completos | Esparsos Completos | Esparsos TOTAL

com pesos | com pesos | Com Pesos | com Ppesos | Com Pesos

aleatorios | aleatorios | euclidia- euclidia- incidentes

nos nos

Instancias testadas 60 27 14 14 395 514
Solugdes 6timas encontradas 31 23 14 12 130 212
Porcentagem de o6timas encontradas | 51,67% 85,19% 100% 85,71% 32,91% 41,25%
Média de aproximacao 1,01 1,00 1,00 1,00 1,01 1,01
Pior aproximacao encontrada 1,09 1,04 1,00 1,00 1,12 1,12

Tabela 2. Qualidade das solucoes encontradas utilizando a heuristica proposta.

4. Consideracoes Finais

A heuristica proposta apresenta bons resultados em termos de qualidade da solucdo obtida
em tempo O(n3 + nk?) e é de facil compreensdo e implementagdo. Melhorar os critérios
de escolha dos vértices roteadores, obter a razdo de aproximacao do algoritmo e fazer um
estudo comparativo com outras heuristicas sdo atividades para trabalhos futuros.
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Abstract. In this paper we review and enhance the Hidden Binary Search Tree
(HBST) presented in [Queiroz 2017]. The HBST idea builds on the assumption
an n-node self-balanced tree (e.g. AVL) requires to assure O(log, n) worst-case
search, namely, comparison between keys takes constant time. Therefore the size
of each key in bits is fixed to B = O(log, n) once n is determined, otherwise the
O(1)-time comparison assumption does not hold. HBST generalizes the search-
tree property such that the position of a node in the tree results from comparing
its key against ‘ideal’ reference values associated to its ancestors. The first
ideal values comes from the mid-point of the interval 0..25. The strategy follows
recursively such that the HBST height is bounded by O(B) regardless the input
sequence of keys nor self-balancing procedures. In this paper we enhance the
HBST to enable keys with arbitrary number of bits.

1. Introduction

In a Binary Search Tree (BST) and variants thereof the ‘search-tree’ property relies on a
field of the nodes’ abstract data type to determine the position of a given key in the tree.
That definition causes BST’s height i(n) to vary depending on the values of the given n-
size input sequence of integer keys s=<k;> (0 < k; < nand 1 < i < n)suchthat h(n) =
O(n) in the worst case. Self-balanced BSTs (e.g. AVL, Red-black) decouple the h(n)
performance from s by means of self-balancing procedures. These procedures may walk
the path back from an inserted (deleted) node to the root in order to update height-related
informations and, if needed, trigger rotation(s) to ensure h(n) = O(log, n). Therefore,
self-balanced BSTs are preferred than BSTs when the asymptotic worst-case scenario is
the sole criterion. However, if n is not large enough or s ‘naturally’ causes BST’s height
to be logarithmic — as is the case of random uniform inputs — BSTs may be preferred
because of its “substantially less overhead and simpler programming” [Knuth 1998].

[Queiroz 2017] presents the Hidden Binary Search Tree (HBST), a data struc-
ture characterized by a logarithmic worst-case height and the ‘simpler programming’ of
BSTs (i.e. no self-balancing procedures). The first remark of the HBST design is that the
O(log, n) search of self-balanced BSTs results from assuming that a comparison between
keys takes constant time. This implies the number of bits B per key must be a constant
bounded to O(log, n) after n is determined. From this, the author generalizes the search-
tree property such that the position of a given key in the tree can result from comparisons
against reference values other than the key of prior inserted nodes. Relying on the as-
sumption that B is constant, HBST matches its search reference values to the sequence
of keys that ‘naturally’ causes a BST to be balanced. In this work we review the HBST
procedures (Section 2) and enhance its design to enable unbounded B (Section 3).
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[8,12,16]

Figura 1. HBST built from the sequence 0,...,15, B = 4. The upper and lower
bounds intervals are computed across iterations. Search-property holds if a key
is compared against the ideal hidden reference values of its ancestors (underli-
ned values).

2. Elementary Procedures of HBST

The elementary HBST procedures exploits a widely known lesson from the design of
algorithms, namely, an algorithm whose iteration (or recursive call) takes O(1) time to
halve an n-size problem has O(log, n) complexity. In several practical scenarios, the
largest size n of a data structure is implicitly established when the programmer declares
a B-bit key field, i.e. n = 2”. From these points, HBST considers the lower and upper
bounds of the interval 0..2” to guide the insertion, search and deletion of a given input
key 0 < k; < 28 as we describe next.

Insertion and Search. If the given (sub-)tree is empty, k; is inserted as root.
Otherwise the search reference value “idealRef” is set to |(lower + upper)/2|. The
variables lower and upper are respectively set to 0 and 27 in the first iteration. If
k; < ideal Re f the insertion follows recursively to the left subtree setting upper to “ideal-
Ref”. Otherwise it follows to the right subtree updating lower to “idealRef”. The interval
[lower, upper| halves at a cost O(1) per iteration, leading to O(B) iterations in the worst-
case. An HBST built from the insertion sequence 0, 1,2, ..., 15 with B = 4 is illustrated
in Fig. 1. Note that the search-tree property holds only if the keys at the left and right
subtrees of an arbitrary node r are compared against the hidden (underlined) reference
value associated to . The same idea applies to find a key in the tree as illustrated in the
recursive Algorithm 1.

Deletion. The first part of deleting a node r works just as in BST following the
hidden search strategy to find it (Algorithm 1). If r is leaf, it is removed (of course the
pointer to it is updated accordingly in the corresponding parent node). If r is non-leaf, it
can be overwritten by one of its descendants leaf node'.

3. Practical Concerns and HBST Enhanced Design

The careful reader may observe that HBST is nothing but a typical BST that ex-
ploits the constant number of bits of the key field to present an alternative search-
tree property ensuring O(B) height. For any quantity n’ < n, HBST worst-
case has B + 1 levels (i.e. 0,1,...,B) while the height of AVL and Red-Black

Lthis fixes the statement “the substitute can be any ... less than 2 children” of [Queiroz 2017].
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Algorithm 1: HBST Search.

1 Function Search (root, key, lower, upper)

2 # Assumptions: B-bit keys. Possible key values: 0,1, .25 — 1.
3 # First call: lower=0, upper=n=2%.

4 if root = nill OR root — key = key then

s | return root;

6 end

7 idealRef := | (lower + upper)/2];

8 if key < idealRef then

9 ‘ return Search (root — left, key, lower, idealRef);
10 else

11 ‘ return Search (root — right, key, idealRef, upper);
12 end

are 1.4405log,(n" + 2) — 0.3277 [Knuth 1998, Adelson-Velsky and Landis 1962] and
2log,(n' + 1) [Guibas and Sedgewick 1978], respectively. For relatively small n’, the
height of self-balanced BSTs can outperform HBST’s. However, the worst-case of in-
sertion and deletion procedures might be added by rotations of those trees. Moreover,
in the worst-case the path from the root to the node being inserted/removed is traversed
twice (irrespective of rotations) to assure that balance factors (colors) of the ancestors
are updated. Thus, the worst-case of insertion/deletion in self-balanced BSTs is at le-
ast twice their respective maximum heights plus rotations. Since HBST does not need
self-balancing procedures nor rotations its actual performance compares to self-balanced
BSTs. At the same time, its programming ‘simplicity’ and maintainability compare to the
classical BST. We believe both these characteristics turn HBST very appealing for practi-
cal scenarios. Next we describe an enhanced HSBT design to handle keys with arbitrary
number of bits.

The enhanced HBST data structure consists of a sequence of HSBTs as illustrated
in Fig. 2. Given a non-negative integer key k; for insertion, deletion or search, we firstly
count the minimum number of bits B(k;) needed to represent k; in binary. This can be
done at a cost O(B(k;)) by successively dividing k; by two while the result is not zero.
In practice, these divisions can be efficiently implemented by successive right shifts. We
insert the number B(k;) in a sorted linked list. Each node of the list represents (i.e., has
a pointer to) a specific HBST where all keys can be represented with the same minimum
number of bits B(k;). For instance, keys 2 and 3 are inserted in the same HBST because
B(2) = B(3) = 2 bits. Thus, B(k;) indicates which HBST k; must be inserted into.
If B(k;) = 1 the hidden interval associated to the root node is [0, 1]. If B(k;) > 1 the
corresponding HBST interval is [25(*)~1 2B(ki)[ Hence, the maximum number of nodes
in the HBST of k; is np,) = 28%) — 2Bk)=1 = 9B(k)~1 (please, remark the base case
n; = 2 keys) which yields a height of O(log,(28*)~1)) = O(B(k;)).

The worst-case time for insertions in the sorted linked list of Fig. 2 is linear on
the number of bits B(k;) of the key k;. To make the HBST linked list to grow linearly on
the number of nodes, one needs an input sequence in which each key is twice higher than
its preceding key e.g. s=<2!,22 23 ..., 2">. In this extreme case, there are n unitary
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HBSTs and the largest key needs n bits. Thus an insertion takes O(n) = O(Byq:) Where
Bina 1s the largest key in number of bits. In the opposite case where all n keys are in a
single HBST, the size of the linked list is one (keys have the same size in bits) and the
height of the tree is O(By,4.). Accounting for the fact that a single key comparison in an
arbitrary level of the tree is O(B,,,,) rather than O(1), the overall search complexity is
O(B%,.).

maxr

Figura 2. HSBT enhanced for keys with arbitrarily number of bits B. built from
the sequence 0, .. ., 15. The first hidden interval for HSBTs with 1-bit and B(k;)-bit
keys are [0, 1] and [25(F)—1 2B(k:)[ respectively.

4. Summary

We reviewed and enhanced a variation of the Binary Search Tree (BST), named Hidden
BST (HBST). Under the same assumptions of self-balanced BSTs (e.g. AVL, red-black),
HBST’s height is O(B) where B is the size of keys in bits and n is a given number of
keys. For keys with arbitrary number of bits, we show elementary O(B2, ) procedures
where B,,,; is the currently known largest key in bits. Possible related topics for future
work are linear-time in-order traversal, priority queues and external memory.
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Abstract. A graph is Half Cut if it admits an edge cut with exactly [ 75| edges. It
is known that graceful graphs are Half Cut and that complete bipartite graphs
are graceful. In this paper we give an alternative proof that complete bipartite
graphs are Half Cut, exhibiting an edge cut with exactly [ 3] edges.

Resumo. Um grafo é Half Cut se admite um corte de arestas de cardinalidade
[ ]. E sabido que grafos graciosos sdo Half Cut e os grafos bipartidos comple-
tos sdo graciosos. Neste artigo damos uma prova alternativa de que os grafos

bipartidos completos sdo Half Cut, exibindo um corte de arestas de cardinali-
dade [7%].

1. Introducao

Dados um grafo G = (V, E) com n vértices e m arestas, ¢ um subconjunto ndo vazio
proprio S C V, definimos o corte de arestas 0.S como o conjunto formado por todas as
arestas com exatamente um extremo em S. Dizemos que um corte de arestas 05 tal que
|0S| = [%] é um half cut. Um grafo G' = (V, E) é do tipo Half Cut se admite um half
cut. Um modo de caracterizar um corte de arestas € através da particao associada a esse

corte V=S U (V \ 5) que também representamos por V' = (S, V' \ 5).

Como exemplo de grafo Half Cut podemos considerar o grafo ciclo C,; no qual
encontramos cortes de arestas com cardinalidade 2 = [%] Em [Sucupira et al. 2017],
exibimos parti¢des Half Cut para quaisquer caminhos F,, € mostramos que s6 existem tais
parti¢des para os ciclos C,, comn = 0(mod 4) oun = 3(mod 4) . Um grafo G = (V, E) é
bipartido completo se seu conjunto de vértices V' pode ser particionado em dois conjuntos
independentes V) e V5, de modo que cada vértice de V; € adjacente a todo vértice de V5.
Se |Vi| = pe |Va| = g, representamos o grafo bipartido completo correspondente por
K, 4. No contexto do artigo atual, o grafo Cy pode ser visto como K, e apresenta uma
outra maneira de constru¢ao da particao Half Cut. A Figura 1 a seguir apresenta essas
duas particoes.

Outros exemplos de grafos Half Cut sdo as rodas IW,, que tém m = 2n arestas e
podem ser decompostas em uma estrela central S,, e um ciclo C,,, de modo que a parti¢do
Half Cut fica trivialmente determinada pela decomposicdo V' = ({c},V \ {¢}) na qual ¢
é o centro da estrela S,,.

Neste artigo mostramos que todo grafo bipartido completo K, , € do tipo Half
Cut, exibindo explicitamente um corte de arestas de cardinalidade [ %] .
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() (b)

Figura 1. (a) Half cut de C, e (b) Half cut de K ,.

2. Grafos Graciosos

Uma rotulagdo graciosa de um grafo G = (V, E) é composta por uma rotulagdo dos
vértices f : V' — {0,1,--- ,m} e uma rotulacdo das arestas f, : £ — {1,2,--- ,m}
definida por f,({u,v}) = |f(u) — f(v)| ambas injetivas. Se G admite uma rotulagio
graciosa, entdo GG é dito um grafo gracioso. A Figura 2 apresenta as rotulacdes graciosas
de 04 e de K2’3 .

4 4 0
3 2
1 1 2

Figura 2. Rotulagdes graciosas de (a)C, e de (b) K> 3.

[Golomb 1972] provou que todo grafo gracioso é do tipo Half Cut. A
demonstracao de Golomb pode ser encontrada em [Sucupira et al. 2017]. [Rosa 1966]
e [Golomb 1972] provaram que todo grafo bipartido completo é gracioso, ou seja, ja era
conhecido o fato de que os grafos bipartidos completos sao Half Cut.

3. Grafos Bipartidos Completos

A seguir demonstramos que os grafos bipartidos completos sdo Half Cut fornecendo um
processo que define explicitamente uma particao Half Cut para tais grafos.

Teorema 3.1. Todo grafo bipartido completo é do tipo Half Cut.

Demonstragdo. Seja K, , um grafo bipartido completo. Temos dois casos a considerar:
No primeiro caso, pelo menos uma das cardinalidades p ou g é par; e no segundo caso,
ambas as cardinalidades p e ¢ sdo impares.

Primeiro caso: Sem perda de generalidade, consideremos p par, ja que o caso ¢
par se trata de maneira andloga. Entdo p = 2k para algum inteiro positivo k. Vamos
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considerar V; = {uy, ug, -+, up, Ugt1,- -+ ,up}t. Como todos os vértices de V; sdo ad-
jacentes a todos os de V5, todos os vértices u; € Vi tém o mesmo grau ¢, ou seja, K,
tem exatamente pg arestas, mais especificamente, m = 2kq e assim [ ] = kg. Uma
maneira simples de obter um corte de arestas com tal cardinalidade é formar a parti¢ao
V = (A,B) com A = {uj,uy, - ,up} ¢ B =V \ A, ou seja, transferir metade dos
vértices de V; para a outra parte da parti¢ao, eliminando metade das arestas de corte. A
Figura 3 abaixo ilustra essa situacdo com exemplos de parti¢des Half Cut para os grafos

bipartidos completos Ky 3 € K 4 .

(a) (b)

Figura 3. (a) Half cut de K, 5 e (b) Half cut de K5 4.

Segundo caso: Se p e ¢ sdo ambos impares, existem inteiros positivos ¢ € j tais
quep = 2i + 1eq = 25 + 1. Desse modo, o grafo bipartido completo K, , tem m =
(20 + 1)(2j + 1) arestas e [%| = 2ij + 4 + j + 1. Nesse caso consideremos V; =
{Ul,UQ,‘ M7 T ,up} € ‘/2 = {wl,wz, oy Wigg, ,wq} eapartigﬁo V= (A,B)
naqual A = {wy,wa, -+, Wjt1, Ui, - ,Up} € B = {u1,ug, -+ , U1, Wjto, -+ , Wy}
Essa parti¢do consiste em transferir 2 + 1 vértices de V) para a segunda parte da parti¢ao,
bem como transferir j 4+ 1 vértices de V5 para a primeira parte, o que dard origem a um
corte de arestas com cardinalidade (i+1)(j+1)+ij, j que a inversdo de posi¢des elimina
as (1 + 1)j +i(j + 1) arestas do corte original V' = (17, V5). A Figura 4 a seguir ilustra
essa situagdo, exibindo as parti¢oes Half Cut para os grafos K55 e K5 7.

]

4. Trabalhos Futuros

[Acharya and Gill 1981] provaram que as grades planares completas P, x P; sdo grafos
graciosos. Consequentemente tais grafos admitem uma particdo Half Cut. Pretendemos
em artigos futuros exibir particoes Half Cut para as grades planares completas P, x P;.
Ja foi verificado em [Sucupira et al. 2017] que os grafos graciosos formam uma subclasse
propria dos grafos Half Cut, pois ha grafos do tipo Half Cut que ndo sdo graciosos, como
por exemplo os grafos completos K,, com n = ¢®> > 4. Desejamos também estudar
em que condi¢des um grafo bipartido admite uma particao Half Cut, ja que nem todo
grafo bipartido € Half Cut. Um exemplo de grafo bipartido que ndao é Half Cut sdo os
ciclos C,, com n = 2(mod 4). Verificamos também em [Sucupira et al. 2017] que toda
arvore € do tipo Half Cut, embora ainda continue em aberto a Conjectura de Ringel-
Kotzig [Huang et al. 1982] a qual afirma que todas as arvores sao graciosas. Essa dificu-
dade em provar a conjectura para as arvores ja nos da indicios de que ndo € uma tarefa
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(b)

Figura 4. (a) Half cut de K 5 e (b) Half cut de K ;.

simples determinar sob que condi¢des um grafo bipartido € gracioso. Desejamos também
observar se no caso dos grafos graciosos hd alguma relacdo entre as particdes Half Cut
que obtivemos e possiveis rotulagdes graciosas, de modo a utilizar uma parti¢ao Half Cut
para determinar uma rotulagdo graciosa e vice-versa.
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Abstract. We consider in this work the problem of partitioning the vertex set of
a graph into an independent set (a graph without edges between its vertices)
and into a tree (a connected graph that has no cycles) called (8, T)-partition.
We will present a characterization by minimal forbidden subgraphs of (8,7T)-
partition of the P,-tidy graphs. As an additional result, we have provided an
algorithm of recognizing this partition in linear time for Py-tidy graphs, using
the proof of the characterization by forbidden subgraphs.

Resumo. Consideramos neste trabalho o problema de particionar o conjunto
de vértices de um grafo em um conjunto independente (sem arestas entre os
vértices) e em uma drvore (grafo livre de ciclos e conexo) denominada (8, 7)-
parti¢do. Apresentaremos uma caracterizagdo por subgrafos proibidos mi-
nimais da (8,7)-particdo dos grafos restritos a classe dos grafos P,-tidy.
Como resultado adicional, disponibilizamos um algoritmo de reconhecimento
desta particdo em tempo linear para os grafos P,-tidy, utilizando a prova de
caracterizagdo dos subgrafos proibidos.

1. Introducao

Podemos descrever formalmente os problemas de particio de vértices como aqueles
que tem por objetivo particionar conjunto de vértices de um grafo em subconjuntos
Vi,Vay ... ,Vibonde V. =V UV, U...UV,e VNV, =0, paral < i < j <k,
exigindo-se algumas propriedades internas ou externas sobre este conjunto de vértices.
Esta classe de problemas tem despertado amplo interesse devido as pesquisas em grafos
perfeitos [Golumbic 2004]. Pode-se encontrar aplicagdo para problemas de particdo em
diversas dreas como a biologia, engenharias, informética e mais recentemente na ciéncia
de dados. Estudar subconjuntos de usudrios em redes sociais, design de chips VLSI, esca-
lonamento de recursos sdo algumas aplicacdes praticas que podem ser abordadas através
de problemas de parti¢ao.

Outro problema de grande importancia para a teoria dos grafos fortemente rela-
cionado aos problemas de particdo é o problema da k-coloracdo [Saaty 1977], que tem
por objetivo colorir o conjunto de vértices de um grafo com k cores distintas de modo
que dois vértices adjacentes nao recebam a mesma cor. Este problema pode ser abordado
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através do problema em parti¢ao de dividir o conjunto de vértices do grafo em k& conjuntos
independentes.

Chamamos a classe dos grafos que podem ser particionados em conjunto indepen-
dente e uma drvore de grafos-(S, 7). A classe dos grafos-(8, T) estd estritamente contida
em outra classe também conhecida como classe dos grafos quase-bipartidos. A classe dos
grafos quase-bipartidos € definida como classe dos grafos que podem ser particionados
em um conjunto independente e uma floresta. Foi introduzida por [ Yang and Yuan 2006],
onde os autores demonstraram que o problema da quase-biparticdo ¢ NP-completo para
grafos gerais mesmo quando restrito a grafos de grau méximo 3 ou didmetro 4, podendo
ser resolvido em tempo polinomial para grafos de grau maximo 2 ou diametro 2, deixando
a questdo do diametro 3 em aberto. Recentemente, [Bonamy et al. 2018] provaram que a
NP-completude se estende para grafos de diametro 3 também. Entretanto, o resultado nao
se aplica a todas as subclasses de grafos e isto tem despertado o interesse de diversos au-
tores ([Dross et al. 2016], [Bonamy et al. 2017]) em pesquisar algoritmos eficientes para
solucionar o problema da quase-biparti¢do quando restrito a certas subclasses de grafos.

[Brandstédt et al. 2013] provaram que este problema continua NP-completo para
os grafos perfeitos, todavia, apresentaram um algoritmo polinomial para a classe dos co-
grafos (contida estritamente nos grafos perfeitos) e iniciaram o estudo deste problema na
classe dos grafos com poucos F,’s. Seguindo a mesma linha de investigacao, estudamos
o problema da (8, T)-particdo na classe dos grafos P;-tidy, também pertencente a classe
dos grafos com poucos P,’s, que serd apresentada na proxima se¢ao.

Apresentamos na Sec¢do 3 uma caracterizagdo para subgrafos desconexos (8, T)-
particiondveis e utilizamos este resultado para fornecer uma caracterizagao por subgrafos
proibidos da parti¢do (8,T) em grafos P;-tidy em geral, apresentada na Se¢do 4. Este
resultado pode ser aplicado no desenvolvimento de um algoritmo linear para o reconheci-
mento desta classe de grafos como demonstrado ao final desta mesma se¢ao.

2. Preliminares

Seja G = (V(G), E(G)) um grafo tal que V' (G) denota seu conjunto de vértices e F(G)
seu conjunto de arestas. Dois vértices u,v € V(G) sdo ditos adjacentes se a aresta
(u,v) € E(G). Denotamos como N (X)), para X C V(G), a vizinhanga do conjunto de
vértices X, sendo NV (X) o conjunto dos vértices de V' (G) cujas arestas possuem apenas
um dos extremos em X . Abreviamos N ({x}) como N (z) por comodidade. Um subgrafo
H de G é um grafo tal que V(H) C V(G) e E(H) C E(G). Um subgrafo H de G é
chamado de subgrafo induzido se, para qualquer par de vértices u,v € V(H), a aresta
(u,v) € E(H) se, e somente se, (u,v) € E(G).

Um grafo G € dito da classe Pj-tidy se para qualquer P, (caminho formado
por 4 vértices) induzido H de G, existe no maximo um vértice fora de H que junta-
mente com trés vértices de H induzem no maximo um Fj;. Esta classe foi apresen-
tada por [Roussel et al. 1999] para generalizar a ji4 conhecida classe dos grafos com
poucos P,’s. Uma caracterizacdo estrutural para os grafos P,-tidy foi apresentada em
[Giakoumakis et al. 1997].

Teorema 1. [Giakoumakis et al. 1997] Um grafo G é P,-tidy se e somente se para todo
subgrafo induzido H de G, exatamente uma das seguintes condigdes é satisfeita: (a) H

66



Anais do III Encontro de Teoria da Computagdo (ETC)

¢ desconexo; (b) H é desconexo; (c) H é uma aranha, tal que a cabeca induz um grafo
Py-tidy; (d) H é uma quase-aranha, tal que a cabeca induz um grafo Py-tidy; (e) H é
isomorfo a Cs (ciclo induzido com 5 vértices), Ps (caminho induzido com 5 vértices) ou
P5 (complemento de um caminho induzido com 5 vértices); (f) H possui exatamente um
vértice ou V(G) = (). O

As demais definicdes necessdarias para este trabalho podem ser encontradas em
[Giakoumakis et al. 1997]. Por questdo de espaco as provas das se¢des seguintes foram
omitidas.

3. Caracterizacao da (S, J)-particao em grafos desconexos

Mostraremos agora uma caracteriza¢do para a (8, T)-parti¢cdo nos grafos desconexos. Seja
G um grafo desconexo.

Lema 1. G possui uma particdo-(8,7T) se e somente se existe um componente conexo
G; C G tal que G; possui uma parti¢do (8,7T) e G\G; é conjunto independente. ([l
Corolario 1. Se G possui uma parti¢do-(8,7T), entdo existe no mdximo um componente
conexo ndo trivial (com aresta) em G. [

Lema 2. Seja G' um subgrafo induzido de G, isomorfo a 2K5. Se G ¢ (8,7)-
particiondvel, entdo todos os vértices de G' pertencem ao mesmo componente conexo
de G. O

Pelos resultados do Coroldrio 1 ¢ Lema 2 garantimos que se G é (8,7)-
particionavel, entdo G possui no maximo um componente conexo contendo aresta, sendo
assim livre de qualquer 2K induzido por dois componentes conexos distintos. Assim
podemos afirmar que uma vez verificada a existéncia de apenas um componente conexo
ndo trivial, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 2. Seja G um grafo com exatamente um componente conexo ndo trivial G'. G
possui uma (8, T)-particdo se, e somente se, G' possui uma (8', T")-parti¢do. O

Concluimos entdo que é possivel identificar a (8, T)-parti¢do de um grafo G des-
conexo pela caracterizagiio de uma particdo (8, 7”) do seu tinico componente conexo nio
trivial G’, caso exista. Assim, garantir que o componente conexo nao trivial dnico G’
de G seja (8',T")-particionavel é uma condi¢do necessaria e suficiente para garantir a
(8, T)-particdo de qualquer grafo G.

4. Caracterizacao da (S, J)-particao em grafos P,-tidy
Utilizando os resultados da se¢do anterior, ofereceremos uma caracterizagao para os gra-

fos P,-tidy-(8, T) através de uma caracterizag@o por subgrafos proibidos para grafos P;-
tidy conexos.

Teorema 3. Seja G um grafo Py-tidy. G possui uma (8, T)-particdo se, e somente se,
existe no mdximo um componente conexo ndo trivial G' em G, e G’ é livre dos grafos da
Figura 1 como subgrafos induzidos. U

Concluimos entdo a andlise do problema do reconhecimento da parti¢ao (S, T) em
grafos P;-tidy apresentando um algoritmo que reconhece esta particio em tempo linear.

Teorema 4. Podemos construir um algoritmo linear para o reconhecimento de grafos
Py-tidy (8, T)-particiondveis. O
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Ao d G

(PLUK) +I, I,+2K, L+1,+I,

Figura 1. Subgrafos proibidos para grafo P,-tidy-(S, T)

5. Conclusao

Como principal resultado trouxemos uma caracterizagdo da (S, T)-parti¢do nos grafos
desconexos, reduzindo o problema a encontrar um parti¢do (8', J’) em um subgrafo nao
trivial e conexo unico, caso exista. Estendemos o resultado anterior para caracterizar
os grafos Pj-tidy através de uma familia de subgrafos proibidos minimais, utilizando as
caracteristicas da decomposi¢cao modular da classe P,-tidy. Este resultado incrementa
o estado da arte no estudo do problema da (8, T)-particdo em grafos com poucos Pj’s,
mostrando que a classe dos grafos P;-tidy, assim como as demais classes que estdo con-
tidas propriamente nesta, podem ser reconhecidas em tempo linear. Em trabalhos futuros
pretendemos estender estes resultados para a classe dos grafos P,-laden e Pj-laden es-
tendido, completando assim a andlise do problema para a classe dos grafos com poucos
P4,S.
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Abstract. A b-coloring of a graph is a proper coloring such that each color
class has at least one vertex which is adjacent to each other color class. The
b-spectrum of G is the set Sy(G) of integers k such G has a b-coloring with
k colors and b(G) = max Sy(G) is the b-chromatic number of G. A graph is
b-continous if Sp(G) = [x(G),b(G)] N Z. An infinite number of graphs that are
not b-continuous is known. Also it is known that graphs with girth at least 10
are b-continuous. In this article, we prove that graphs with girth at least 8 are
b-continuous and that the b-spectrum of graphs with girth at least 7 contains
the integers between 2x(G) and b(G).

Resumo. Uma b-coloracdo de um grafo é uma coloracdo propria, tal que cada
classe de cor possui um vértice que é vizinho de pelo menos um vértice das
outras classes de cores. O b-espectro de G é o conjunto S,(G) dos inteiros k
tais que G tem uma b-coloragcao com k cores e b(G) = max S,(G) é o niimero
b-cromdtico de G. Um grafo é b-continuo se Sy(G) = [x(G),b(G)] N Z. E
conhecida uma infinidade de grafos que ndo sdo b-continuos. Também é sabido
que grafos com cintura maior ou igual a 10 sdo b-continuos. Neste artigo,
mostramos que grafos com cintura pelo menos 8 sdo b-continuos e que o b-
espectro de grafos com cintura pelo menos 7 contém os inteiros entre 2x(G) e

b(G).

Introducao

Seja G um grafo simples'. Uma k-coloragdo prépria de G, doravante chamada apenas de
k-coloragdo, é uma funcdo ¢: V(G) — Ntal que |¢(V(G))| = k e ¢(u) # ¥(v) sempre
que uv € E(G). Dizemos que u € V(G) é um b-vértice em 1) (de cor 1)(u)) se para toda
corc € Y(V(G)) \ {¢(u)}, existe v vizinho de u tal que ©)(v) = c¢. Se para uma classe de
cor ¢ € ¥(V(G)), ndo existem b-vértices da cor ¢, podemos obter uma (k — 1)-coloragdo
recolorindo cada vértice da cor ¢ com uma cor de ¥(V(G)) \ {c} que ndo aparece em
sua vizinhanga; dizemos que essa nova coloracdo é obtida de v pela limpeza da cor c.
Para uma colorag@o que ndo podemos aplicar esse algoritmo para diminuir a quantidade
de cores, toda classe de cor c possui um b-vértice. Uma coloracao assim € chamada de b-
coloragdo. Como o problema de coloracao é NP-completo, nem sempre uma b-coloragao
usa apenas x(G) cores. Note que toda coloragdo de GG usando x(G) cores é uma b-
coloracdo, caso contrario poderiamos diminuir o nimero de cores usadas. Por isso, a

*Este trabalho foi parcialmente financiado pelo Projeto CNPq/Universal 401519/2016-3
! Aqui usamos a terminologia de [Bondy and Murty 2008].
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menor quantidade de cores em uma b-coloracao coincide com o ndmero cromatico, e por-
tanto s trabalhamos com o parametro de maximizagdo. Em [Irving and Manlove 1999]
¢ definido o nmiimero b-cromdtico de G, que é denotado por b(G), como o maior natural &k
tal que GG tem uma b-coloragdo que usa k cores. No mesmo artigo os autores mostraram
que o problema de achar b(G) é NP-completo.

Considerando uma b-colora¢do com b((G) cores, cada b-vértice claramente tem
grau maior ou igual b(G) — 1. Assim, definindo m(G) como o maior inteiro k tal que G
possui k vértices de grau maior ou igual k£ — 1, segue que m(G) > b(G). Note que pode-se
calcular m(G) em tempo polinomial. Irving e Manlove provaram que calcular o nimero
b-cromatico de arvores € polinomial. Eles demonstraram primeiro que b(G) > m(G) — 1
e depois que pode-se decidir se b(G) = m(G) em tempo polinomial. Estes resultados
foram generalizados em [Campos et al. 2015] para grafos de cintura pelo menos 7. Tais
estudos sugerem que grafos de cintura alta s3o mais faceis de lidar no que diz respeito a
b-coloragao.

Irving and Manlove observaram que o cubo tem b-coloragdo com 2 cores
e com 4 cores, mas nao possui b-coloracio com 3 cores. Inspirado nisso, em
[Kratochvil et al. 2002] € mostrado que, para n > 1 inteiro, o grafo obtido de K,
pela delecdo de arestas de um emparelhamento perfeito possui b-coloragdes usando 2
e n cores, mas nao com uma quantidade de cores estritamente entre esses dois numeros.
Dai surge a definicdo do b-espectro de G, que € o conjunto dos inteiros £ tais que G
tem uma b-coloragdo com k cores; tal conjunto é denotado por S,((G). Naturalmente
surge também a defini¢do de b-continuidade: dizemos que um grafo é b-continuo se
Sp(G) = [x(G),b(G)] N Z. Em [Barth et al. 2007] é provado que para todo subcon-
junto finito S C N\ {1}, existe G tal que S,(G) = S, e também que o problema
de decidir se um dado grafo G é b-continuo é NP-completo ainda que sejam dadas b-
coloragdes com x(G) e b(G) cores. Existem muitos resultados positivos no que diz
respeito a b-continuidade de grafos de alguma familia. E demonstrado que grafos re-
gulares com cintura maior ou igual a 6, sem ciclos de tamanho 7 sdo b-continuos em
[Balakarishnan and Kavaskar 2012], e, mais recentemente, que grafos de cintura pelo
menos 10 sdao b-continuos [Sales and Silva 2017]. L4, os autores, propdem a seguinte
questdo: Qual € o menor inteiro g tal que GG € b-continuo sempre que tem cintura pelo
menos g. Usando o resultado 14 demonstrado, tem-se g < 10. Por outro lado, como £, ,,
menos um emparelhamento perfeito nao é b-continuo temos que 5 < g. Até onde sabe-
mos, nenhum grafo de cintura pelo menos 5 que ndo é b-continuo € conhecido. O principal

resultado desse artigo que melhora o resultado provado em [Sales and Silva 2017] €.
Teorema 1. Se G ¢ um grafo de cintura pelo menos 8, entdo G é b-continuo.

E, ainda na direcdo de mostrar que b-coloragdes de grafos com cintura alta sdo

faceis, demonstramos o seguinte teorema:
Teorema 2. Se G é um grafo de cintura pelo menos 7, entdo [2x(G),b(G)|NZ C Sy(G)

De maneira geral, a prova consiste em, dada uma b-coloracdo com k cores, ob-
ter uma b-coloragdo com k£ — 1 cores usando recoloracdes. Mencionamos que as pro-
vas possuem um passo nao construtivo, o que € de esperar ja que calcular o nimero

cromético de grafos com cintura ao menos k é N P-completo, para todo £ > 3 fixo
[Lozin and Kaminski 2007].

As seguintes defini¢Oes serdo essenciais para a prova. A cintura de um grafo € o
tamanho do seu menor ciclo. Para z inteiro, e u € V(G), N<.(u) denota o conjunto de
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vértices a distdncia no maximo z de u. Em [Sales and Silva 2017], um vértice u € V (G)
¢ definido para ser uma k-iris se existe S C N(u) tal que |S| > k—1led(v) > k—1
para todo v € S. Dada ¢ uma k-colora¢do de G, cada i € {1,...,k} é chamado de
cor, enquanto que ¥~ (i) é chamado de classe de cor. Dizemos que um vértice u realiza
acori, se u € ¥ '(i) e u é b-vértice; dizemos também que i € realizada por u. Para
reV(G)eie{l,...,k}, N(z) = {v € N(z) | ¥(v) = i}, ou seja, os vizinhos de
x que tem cor 7. Para X C V(G), NY(X) = UgexN'(z) \ X. Denotamos por B(v)
o conjunto de b-vértices de ¢ e, parai € {1,...,k}, B; é o conjunto de b-vértices da
cor 4, isto é, B; = B(w) N¢~1(i). Paracadax € V(G) \ B(v), seja U(z) = {i €
{1,...,k} | N¥@(B;) = {x}}, ou seja, o conjunto de cores que dependem de x para
possuirem b-vértices. Para finalizar, parauma cor j € {1,..., k}, dizemos que x € V(G)
€ j-mutdvel se existe cor c tal que, a0 mudarmos a cor de  para ¢, nao criamos b-vértices
da cor j; caso contrario x é dito j-imutdvel. Em [Balakarishnan and Kavaskar 2012], é
provado o seguinte lema:

Lema 1. Seja G um grafo de cintura pelo menos 6 e sem ciclos de tamanho 7. Se G tem
uma k-iris com k > x(G), entdo G tem uma b-colora¢do com k cores.

Dado z € V(G) \ B(¢), quando U(x) = (), podemos mudar a cor de x para
uma cor livre sem perder a b-coloragdo com k cores. Em nossa prova, nos preocupamos
especialmente com vértices = € V(G) \ B(v) tais que |U(z)| > 2; a esses chamamos de
liteis. Para um conjunto X C V(G) \ B(t) monocromadtico de cor ¢, diremos que uma
cor j é dependente de K se N'(B;) C K. Note que, ao mudarmos as cores de K para
quaisquer cores diferente da inicial, perderemos b-vértices de todas as cores dependentes
de K e somente destas. Note que se j depende de K, entdo B; C N7 (K).

O teorema principal do artigo e de onde os Teoremas 1 e 2 sd@o corolérios € o
seguinte.
Teorema 3. Seja G = (V, E') um grafo com cintura maior ou igual a 7. Se G possui uma
b-coloragdo com k cores, onde k > x(G)+ 1, entdo G possui uma b-colora¢do com k — 1
cores ou uma (k — 1)-iris.

Acreditamos que as técnicas de recoloragcdo alcancam seu limite quando a cintura
chega em 7, tanto que o resultado que calcula o niimero cromatico de grafos com cintura
7 apresentado em [Campos et al. 2015] até hoje ainda nao foi melhorado. Desta maneira,
uma tentativa de encontrar grafos com cintura 6 que niao sejam b-continuos é vélida,
mesmo se restringimos para grafos bipartidos. Em particular, uma resposta positiva para
ambas as perguntas abaixo definiria o valor de g em 7.

Pergunta 1. O Lema 1 pode ser generalizado de maneira a permitir ciclos de tamanho
7?
Pergunta 2. Existe grafo bipartido com cintura 6 que ndo seja b-continuo?

Idéia da Prova

Nossa prova segue semelhante a feita em [Sales and Silva 2017], porém damos atencao a
uma cor que queremos retirar. Isso faz com que os b-vértices das outras cores se apro-
ximem dos b-vértices dessa cor especifica. Seja ¢ uma colora¢do com k cores de G.
Suponha que ¢y minimiza em primeiro lugar a quantidade de b-vértices da cor 1 e, em
segundo lugar, que minimiza a quantidade de vértices da cor 1. Seja u € B;. Tentamos
recolorir N (u) de forma que u deixe de ser b-vértice, tomando cuidado de ndo criar mais
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b-vértices da cor 1 e de que todas as outras cores ainda sejam realizadas. Dai, pela mini-
malidade de | B |, essa nova colorag¢@o nao é b-coloragdo e, como todas as cores que nao
1 sdo realizadas, a cor 1 € a Unica nao realizada. Pela limpeza de 1, conseguimos uma
b-coloragdo com k — 1 cores. Argumentamos também que, quando ndo conseguimos isso,
tem-se que u € k-iris e, em particular, (k — 1)-iris; dai a b-coloragdo desejada é obtida
pelo Lema 1. Um fato importante e que ja nos direciona para um entendimento do que
estd acima, € o seguinte.

Fato 1. Para cada cor j € {2,...,k}, tem-se que todo x € N7 (u) \ B(¢) é 1-mutdvel.
Além disso, vale um dos seguintes itens:

1. Existev € N(u)N Bj;
2. Existe cord € {2,...,k}\ {j} tal que d depende de N7 (u).

Ap6s a prova do fato, argumentamos que se a quantidade de cores que segue o item
2 € ndo nula, passando por algumas coloracdes parciais conseguimos uma b-coloracao
com k — 1 cores. Sobrando ento o caso onde o item 1 vale para todas as cores. E trivial
ver que temos uma (k — 1)-iris.
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Abstract. Deciding if a graph is A-edge-colourable (resp. (A + 1)-total colour-
able), although it is an NP-complete problem for graphs in general, is polyno-
mially solvable for interval graphs of odd (resp. even) maximum degree A. An
interesting superclass of the proper interval graphs are the proper circular-arc
graphs, for which we suspect that A-edge-colourability is linear-time decidable.
This work presents sufficient conditions for A-edge-colourability, (A + 1)-total
colourability, and (A+2)-total colourability of proper circular-arc graphs. Our
proofs are constructive and yield polynomial-time algorithms.

1. Introduction

The chromatic index and the total chromatic number of a graph G with maximum degree
A clearly satisfy x'(G) > A and x"(G) > A + 1 (see definitions in the sequel). Also,
X'(G) < A + 1 [Vizing 1964], and the Total Colouring Conjecture states that " (G) <
A + 2 [Behzad 1965, Vizing 1968]. A graph G is Class 1 if x'(G) = A, or Class 2
otherwise. Since no graph with x”(G) > A+3 is known, graphs with x”(G) = A+1 have
been called Type 1, and those with x”(G) = A + 2 Type 2. Deciding if G is Class 1 and
deciding if G is Type I are NP-complete problems [Holyer 1981, Sdnchez-Arroyo 1989].

The classes of the unit and the proper interval graphs are the same [Roberts 1969],
but the classes of the unit and the proper circular-arc graphs are not (see Figure 1). The

Figure 1. A proper non-unit circular-arc graph with a corresponding arc model

Total Colouring Conjecture holds for proper interval graphs, often referred to as indif-
ference graphs, which are Class I when they have odd A, and Type I when A is even
[Figueiredo et al. 1997]. For edge-colouring of indifference graphs with even A or total
colouring of these graphs with odd A, partial results are known [Figueiredo et al. 2003,

*Partially supported by CNPq, Proc. 428941/2016-8.
TPartially supported by UFFS, Proc. 23205.001243/2016-30.
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Campos et al. 2012]. Recall that interval graphs are perfect graphs and, thus, admit poly-
nomial-time vertex-colouring algorithms [Grotschel et al. 1981], in contrast to vertex-col-
ouring of circular-arc graphs, which is NP-hard [Garey et al. 1980]. To the best of our
knowledge, there is no published work on total or edge-colouring of circular-arc graphs.

Let GG be an n-vertex proper circular-arc graph. We show thatifn = 0 (mod (A+
1)), or if G has a maximal clique of size 2 and n # k (mod (A + 1)) forall k € {1, A},
then: x'(G) = A and X"(G) < A+ 2if Aisodd; x"(G) = A+ 1if Ais even. This
implies that the Total Colouring Conjecture holds for the class of all such graphs.

This paper is organised as follows: the remaining of this section provides further
definitions and discusses other related results in the literature; Section 2 presents our
results; at last, Section 3 makes remarks on edge-colouring proper circular-arc graphs.

Preliminary definitions and other related results

This work deals only with simple graphs, referred to simply as graphs. Usual terms con-
cerning graph-theoretical concepts follow their definitions and notation in the literature.
In particular, the degree of a vertex u in a graph G, the set of neighbours of w in GG, and the
set of the edges incident to u in G are denoted by dg(u), Ng(u), and Og(u), respectively.

Let G = (V, E) be a graph and € a set of ¢ colours. A function with € as its
codomain is: a t-edge-colouring if its domain is E and it is injective in Jg(u) for all
u € V; at-total colouring if its domain is V' U F and it is injective in Og(u) U {u} for all
u € V and injective in {u, v} for all uv € E. In a total or edge-colouring, we say that a
colour is missing at a vertex w if it is not assigned to u or to any edge incident to u. The
chromatic index (denoted by \'(G)) and the total chromatic number (denoted by x"(G))
of GG are the least ¢ for which G is t-edge-colourable and ¢-total colourable, respectively.

An n-vertex graph with more than A[n/2] edges (thus Class 2, since at most
|n/2| edges can be coloured the same) is said to be overfull. 1t is conjectured that every
graph G with A > n/3 is Class 2 if and only if it is subgraph-overfull (shortly, SO), i.e. if
G has an overfull subgraph with the same maximum degree [Hilton and Johnson 1987].

The complete graph K, is: Class I and Type 2 if n is even; Class 2 and Type 1
if n is odd [Behzad et al. 1967]. Let V(K,,) = {0,...,n — 1} and let even(n) be 1 if
n is even or 0 otherwise. We call the canonical total and edge-colourings of the /K, the
functions pgien, @i, and Y given by: et (uv) == (u + v) mod (n — 1), if neither u
nor v is n — 15 pgen(uv) = (2u) mod (n — 1), if v = n — 1; P8 (W) = Yo (uv) =
(u+v) mod (n + even( ))s Protal (1) = (2u) mod (n + even(n)).

A circular-arc graph G is the intersection graph of a finite set .S of arcs of a circle,
in which case S is an arc model corresponding to (G. Furthermore, G is said to be: proper,
if there is a corresponding arc model wherein no arc properly contains another; a unit
circular-arc graph, if there is a model wherein all the arcs have equal length. The vertices
of a proper circular-arc graph admit a proper circular-arc order, i.e. a circular order in
which vertices belonging to the same maximal clique appear consecutively. Homonymous
terms are defined for interval graphs analogously, but being .S a set of intervals on the real
line and the proper interval (or indifference) order a linear order. Interval and circular-arc
graphs can be recognised in linear time [Booth and Lueker 1976, McConnell 2003].

A pullback from G, = (V, Ey) to Gy = (Va, E5) is a homeomorphism 7: V} —
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Vy (ie. m(u)w(v) € By for all wv € Ey) injective in Ng, (u) U {u} for all u € V;. If such
a pullback exists and G5 has a: t-edge-colouring ¢, then a t-edge-colouring for (G; can be
given by 1 (uv) = p(m(u)m(v)); t-total colouring ¢, then a t-total colouring for G can
be given by ¢(uv) = @(m(u)m(v)) and ¥ (u) = p(7(u)) [Figueiredo et al. 1997].

2. Results

Throughout this section, let G be an n-vertex proper circular-arc graph. Remark that when
we say that G is A + 2-total colourable, it does not mean that G is Type 2.

Theorem 1. If n = 0 (mod (A + 1)), then G is: Class 1 and (A + 2)-total colourable
if Aisodd; Type 1 if A is even.

Proof. Tt suffices to show that if » = 0 (mod (A + 1)), then there is a pullback from
G to the Ka . Let 0 :== wy,...,u,_1 be a proper circular-arc order of G and 0, ..., A
be the vertices of the Ko,;. Assume, by the sake of contradiction, that the function
m: V(G) — V(Kaq1) defined by 7(u;) = i mod (A + 1) is not a pullback from G to
the Ka 1. As 7 is clearly a homeomorphism, there must be two distinct vertices v; and
v9 in V(G) which have a neighbour w in common and satisfy 7(v;) = 7(v). However,
since o is a proper circular-arc order of G, all vertices between v; and vs in ¢ are thus
neighbours of w, which straightforwardly implies dg(w) > A. O

Theorem 2. If n # k (mod (A+1)), forall k € {1, A}, and G has a maximal clique of
size 2, then G is: Class 1 and (A + 2)-total colourable if A is odd; Type 1 if A is even.

Proof. If r == nmod (A + 1) = 0, we are done by Theorem 1. If A < 2, then G
is a cycle or a disjoint union of paths and the theorem clearly holds. Hence, we assume
that A > 3 and » # 0. Let ¢ = wuyg,...,u,_1 be a proper circular-arc order of G,
being {ug, u,_1} a maximal clique. Because o is a proper circular-arc order, we have
ua ¢ Ng(up) and w1 ¢ Ne(un—1), otherwise dg(ug) > A or dg(up—1) > A.

Let V(Kay1) = {0,...,A} and let v € {pZg; P } be the canonical total or
edge-colouring of the Ka,1. The function 7: V(G') — V(Ka41) defined by 7(u;) =
i mod (A + 1) is clearly a pullback from G’ = G — u,_juo to the Ko, and brings a
total or an edge-colouring ¥ of GG’ using the same set of colours as ¢. Ergo, we have only

to colour u,,_1ug in order to complete the proof.

Observe that (u,_1) = r—1, m(u,—1-a) = 7, and, since neither 7 nor r — 1 is A,
p(r,r—1) = (2r—1) mod d =: ¢, with d := Aif p = gyt ord == A+1+even(A+1)
if ¢ = Qo Therefore, as m(v) # A and 7(w) # r for all v € Ng/(ug) and all w €
Ne¢r(un,—1), the colour (0, A) is missing at ug and the colour ¢ at u,,—;. If ¢ = ¢(0, A),
then we assign the colour ¢ to u,,_jug and we are done. Otherwise, since ¢ € {0,..., A},
we exchange A and ¢ in the codomain of 7, that is, we redefine 7 so that every vertex
which has been mapped by 7 to A is now mapped to ¢ and vice versa. Notice that the
images of g, u,_1_a, and u,_; by 7 remain the same, but 7 (ua ) becomes ¢, which now

is also a colour missing at ug. Then, we colour u,,_juy with q. 0

3. Final remarks

Let A be the class of the proper circular-arc graphs with odd A and a maximal clique of
size 2. Overfull graphs in A can be constructed for n = 1 and forn = A (mod (A +1))
(see Figures 2(a) and 2(b), respectively). Since Theorem 2 can be interestingly used to
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Figure 2. Two overfull graphs in A

show a graph in A is SO if and only if it is overfull, we conclude proposing the following:

Conjecture. A graph in A is Class 2 if and only if it is overfull.
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Abstract. In this paper we study the hull number for some classes of oriented
graphs. First we present an upper bound for the hull number of tournaments,
and a tournament for which that bound is attained. Next we prove that the
hull number problem is NP-complete for bipartite oriented graphs. For that
we use the result of [Araujo et al. 2013], which asserts that the hull number
problem is NP-complete for bipartite non-oriented graphs. After that we show a
charecterization for the smallest hull set of a tree. Moreover, we generalize this
result by showing a polynomial-time algorithm that computes the hull number
of any oriented cactus graph.

Resumo. Neste trabalho estudamos o niimero de envoltoria para algumas clas-
ses de grafos orientados. Primeiramente apresentamos um limitante superior
para o nuimero de envoltoria restrito a torneios, além de um torneio para o
qual atingimos esse limite. Em seguida provamos que esse problema é NP-
completo para grafos bipartidos orientados. Para tanto utilizamos o resultado
de [Araujo et al. 2013], o qual afirma que tal problema é NP-completo para
grafos bipartidos ndo-orientados. Depois mostramos uma caraterizacdo para o
menor conjunto de envoltoria de uma drvore orientada. Além disso, generaliza-
mos esse resultado ao mostrar um algoritmo de tempo polinomial para calcular
o niimero de envoltéria de qualquer grafo cacto orientado.

1. Introducao

Nessa secdo apresentaremos algumas defini¢des basicas de grafos orientados e o sufici-
ente para se compreender o problema do numero de envoltéria. Para outras definicdes em
grafos, veja [West 2000]; para defini¢des sobre algoritmos e complexidade computacio-
nal, sugere-se [Garey and Johnson 1990].

Um grafo orientado € um grafo direcionado cujo grafo subjacente é simples. Da-
dos um grafo orientado D e u,v € V (D), um (u, v)-caminho direcionado P é um sub-
grafo orientado de D tal que V(P) = {u = vy,vq,...,v, = v} e A(P) = {(vi, vit1) |
1 < <k — 1}; esse, por sua vez, é denotado por (v, vs, . .., vx). Um ciclo direcionado
C' € um ciclo orientado tal que V(C) = {vy,vq,..., v} € A(C) = {(vi,vi41) | 1 <0 <
k—1} U{(vg,v1)}

Dados um grafo orientado D e vértices u,v € V(D), um (u, v)-geodésico é um
caminho direcionado de u para v com menor comprimento possivel, enquanto dp(u,v)
denota a quantidade de arcos num (u, v)-geodésico. Perceba que um (u, v)-geodésico ndo
¢ um (v, u)-geodésico (e vice-versa) e pode acontecer de dp(u,v) # dp(v,u).

*Esta pesquisa foi financiada pelo CNPq sob projetos 459466/2014-3, 310234/2015-8 e 401519/2016-3.
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A fungdo de intervalo I : P(V (D)) — P(V (D)) aplicadaem S C V(D) retorna
o conjunto /[S], composto pelos vértices de todos os (u,v)-geodésicos e de todos os
(v, u)-geodésicos com u, v € S. Para todo inteiro n > 2 definimos ["[S] := I[I"![S]]
e I°[S] = S. Um conjunto S é convexo se I[S] = S, ou seja, para todo vértice w
em algum (u,v)-geodésico com u,v € S temos w € S. Em contrapartida, S ¢ dito
co-convexo se V(D) \ S é convexo. A emvoltéria de S C V(D), denotada por [S],
¢ o menor conjunto convexo que contém S. Esse pode ser obtido aplicando a fung¢do
de intervalo iterativamente em S até obtermos um conjunto S’ tal que I[S’] = S’. Tal
conjunto sempre € atingido pois, como os grafos tratados aqui sdo finitos, em alguma
iteracdo deixaremos de adicionar vértices. Isso quer dizer que existe um natural minimo
n tal que 1" [S] = I"[S] = [9].

Quando a envoltéria de um S C V(D) € todo o conjunto de vértices do grafo
orientado, dizemos que S é um conjunto de envoltoria de D. Além disso, se S for
um conjunto de envoltéria de D minimo, definimos o niimero de envoltéria de D por

%

hn(D) := |S|. De forma similar, S € dito um conjunto geodético de D quando
I[S] = V(D) e, no caso em que esse € minimo, definimos o niimero geodético de D
por gri(D) := |S].

Em grafos orientados, existem vértices que exercem um papel importante no pro-
blema do nimero de envoltéria: os extremais. Esses podem ser de um dos trés tipos a
seguir: transmissor: d,(v) = 0 e d},(v) > 0; receptor: d(v) = 0e dy(v) > 0; e
transitivo: dp(v) > 0, d5(v) > 0 e, para qualquer par de arcos (u,v), (v,w) € A(D),
temos (u, w) € A(D).
Lema 1 ([Chartrand et al. 2003]). Todo conjunto de envoltéria (geodético) de um grafo
orientado conexo D deve conter os vértices extremais de . Em particular, se o conjunto
de vértices extremais for um conjunto de envoltdria (geodético), entdo esse € o Unico
conjunto de envoltdria (geodético) minimo.

A maioria dos trabalhos na literatura sobre Convexidade em Grafos lida com o
caso nao-orientado. Ademais, os que lidam com o caso orientado focam nas orientacoes
de grafos cujo nimero de envoltoria € ou 0 maior ou 0 menor possivel.

Nossa primeira contribui¢do é um limitante superior para hn(D) quando D é um
torneio, além de um exemplo no qual esse € atingido. Em seguida mostramos que, restrito
a classe de bipartidos orientados, o problema do nimero de envoltéria € NP-completo.

Depois provamos que o conjunto de vértices extremais € um conjunto de envoltéria
minimo para grafos drvore orientados. Para a classe de cactos orientados, mostramos
como obter um conjunto de envoltéria minimo. Finalmente, discutimos os resultados
obtidos e apresentamos problemas em aberto na tltima sec¢ao.

2. Torneios

Um torneio € um grafo completo orientado. Nossa abordagem inicial foi tomar a en-
voltéria do conjunto composto pelos extremais e analisar os vértices que nao fazem parte
dela. Observamos que, para um subconjunto S C V(D) qualquer, os vértices extremais
de S ndo influenciam na adi¢do de outros vértices em I[S]. Veja que, aplicando esse
mesmo argumento mais n — 1 vezes, podemos afirmar o mesmo para I"[S].

78



Anais do III Encontro de Teoria da Computagdo (ETC)

Portanto, sendo .S o conjunto composto pelos vértices extremais do torneio D, S
¢ um conjunto de envoltériade D se S C Se [S\ S|p = V(D) \ S. Ou seja, nosso
problema se resume a encontrar um conjunto de vértices (ndo extremais) cuja envoltoria
seja composta por todos os vértices ndo extremais. Abaixo mostramos que, para obter
todos os vértices de V' (D), além dos extremais precisamos de no maximo dois tercos dos
outros vértices.

Igoposigﬁo 1. Seja D um torneio e S o conjunto de vértices extremais de D. Entdo
hn(D) < |S| + 2(n(D) — |5]) e esse limite & apertado.

Para obter um torneio no qual o limite acima € atingido basta fazer o produto
lexicogrifico de K3 = (3, orientado de forma a ser um ciclo direcionado, com um K,
orientado de forma transitiva, de modo que cada vértice do segundo € substituido pelo C's
direcionado.

3. Bipartidos

O objetivo dessa secdo € mostrar que, dados um grafo orientado [ e um inteiro positivo

k, decidir se hn(G) < k é um problema NP-completo, mesmo que G seja bipartido. Para
tanto, fazemos uso do resultado abaixo, o qual mostra a dificuldade desse problema para
grafos bipartidos.

Teorema 1 ([Araujo et al. 2013]). Dados um grafo G e um inteiro positivo %, decidir se
hn(G) < k é um problema NP-completo, mesmo se GG for um grafo bipartido.

O método que usaremos para provar o resultado final € o seguinte. Dado um grafo
bipartido G podemos construir um bipartido orientado G5;, pela substitui¢do de cada
aresta por um ciclo direcionado com 4 vértices, cujo nimero de envoltéria € o0 mesmo.

%
Teorema 2. Se (7 for um grafo bipartido, entdo hn(G) = hn(Gg;).
g)rolério 1. Dados um grafo bipartido orientado G e um inteiro positivo k, decidir se
hn(G) < k é um problema NP-completo.

4. Arvores e Cactos

Antes de mostrarmos um algoritmo polinomial para determinar o nimero de envoltdria
de um cacto orientado, vamos mostrar um resultado sobre uma subclasse de cactos: as
arvores. Para essa classe, tentamos a mesma abordagem dos torneios: tomar a envoltdria
dos extremais.

Proposiciao 2. Seja D uma érvore orientada e S C V(D) o conjunto formado pelos
vértices extremais de D. .S é um conjunto de envoltdria e geodético de D.

Um grafo GG € dito um cacto se cada um de seus blocos ou é um ciclo induzido
ou é uma aresta. Uma maneira mais informal de definir essa classe € que quaisquer dois
subgrafos ciclos do grafo possuem no maximo um vértice em comum, o qual seria uma
articulacdo. Descobrimos que além dos extremais existem ciclos no cacto tais que todo
conjunto de envoltdria do grafo deve ter pelo menos um de seus vértices. A esses ciclos
damos o nome de insatisfeitos. Além disso, vimos que esses vértices ndo sao apenas
necessarios num conjunto de envoltdria, eles sdo suficientes.

Teorema 3. Seja D um cacto orientado. Entdo, existe um conjunto de envoltdria minimo
S de D composto pelos vértices extremais e exatamente um vértice (ndo-extremal) de
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cada ciclo insatisfeito tal que I?[S] = V(D) e todos os vértices que podem ndo es-
tar em [[S] pertencem a ciclos satisfeitos. Consequentemente, todo conjunto de en-
voltéria minimo S de D € composto pelos vértices extremais e exatamente um vértice
(ndo-extremal) de cada ciclo insatisfeito.

5. Conclusoes

Nas Secoes 2 e 4, abordamos o problema do nimero de envoltéria da mesma forma:
analisando a envoltdria dos extremais e formulando uma maneira de obter os demais.
Um caminho natural € tentar utilizar esse método para encontrar mais resultados desse
parametro em outras classes de grafos orientados.

Seguindo essa linha de raciocinio, serd possivel aplicar um método similar utili-
zado na Secdo 3 em subclasses de bipartidos para provar a NP-completude? Por exemplo,
foi demonstrado em [Albenque and Knauer 2016] que encontrar o nimero de envoltoria
também é NP-dificil para cubos parciais. Cubos parciais sdo subgrafos isométricos de
hipercubos, 0s quais por sua vez sdo bipartidos.

Além disso, ainda do ponto de vista de Complexidade Computacional, ha
intimeras classes de grafos orientados a serem abordadas, por exemplo: cordais, planares,
grafos com largura em drvore limitada, etc. Também ndo conhecemos resultados do ponto
de vista de Complexidade Parametrizada para problemas de convexidade em grafos ori-
entados. Finalmente, sé encontramos na literatura resultados sobre os parametros nimero
de envoltéria e nimero geodético, ou seja, todos os demais parametros de convexidade
ainda devem ser estudados no caso orientado [Chartrand et al. 2002, Duchet 1988].
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Abstract. The problem of determining if a given network has a feasible flow
is largely studied and known to be polynomial-time solvable. In this work, we
consider an specific type of flow, called branching flow, which can be useful for
finding branchings in digraphs. We focus on the problem of finding multiple
arc-disjoint branching flows on a given network and we study its complexity on
networks with different capacities on the arcs. A previous result shows that, un-
der a common theoretical assumption (ETH), in networks with n vertices where
all the arcs have capacity equal to n — f(n), for a bounded function f, this pro-
blem is hard. We extended this result showing that, under the same assumption,
the problem is also hard when the capacities are equal to f(n).

Resumo. Determinar se uma rede possui um fluxo vidvel é um problema ampla-
mente estudado e que pode ser resolvido em tempo polinomial. Investigamos um
tipo especifico de fluxo, o fluxo ramificado, que pode ser aplicado na busca por
ramificagoes em digrafos. Consideramos o problema de encontrar miiltiplos flu-
xos ramificados arco-disjuntos em uma rede e estudamos a complexidade deste
problema com diferentes capacidades nos arcos. Um resultado anterior prova
que, sob uma suposicdo teorica conhecida (ETH), em redes com n vértices tais
que todos os arcos possuem capacidade n — f(n), para uma fungdo limitada f,
o problema é dificil. Estendemos este resultado mostrando que, sob a mesma
hipétese, o problema também é dificil quando as capacidades sdo iguais a f(n).

Introducao

Neste trabalho, seguimos a terminologia basica contida
em [Bang-Jensen and Gutin 2008]. Uma rede N' = (V, A, u) é definida por um di-
grafo D = (V, A) e uma fungdo de capacidade u : A — Z,. Usamos a notagao
para nos referir a u(vw), para todo arco vw € A. Podemos escrever N = (V, A, u = 1)
quando a capacidade de todos os arcos da rede € /.

Um fluxo em uma rede N é uma fungio = : A — Z,, onde z,,, denota o valor de
x no arco vw. O balanco de um fluxo x € uma funcdo que atribui a cada vértice v € V o
valor

%Financiado pela CAPES.
*Este trabalho foi parcialmente apoiado pelo CNPq - projeto Universal 425297/2016-0 e FUNCAP -
PRONEM PNE-0112-00061.01.00/16.
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Um fluxo z em N € dito vidvel se x,,, < ,,, para todo arco vw € A. Fren-
quentemente, no estudo do problema de fluxo € considerado a sua conservagao, isto é,
b.(v) = 0 para todo vértice v € V.

Fluxos em redes sdo amplamente estudados, pois além de modelarem problemas
praticos de grande importancia, também despertam grande interesse tedrico sendo vérias
vezes uma ferramenta ttil para a resolug@o de problemas em grafos e digrafos. Uma vasta
colecdo de resultados de fluxo € apresentada em [Ahuja 1993].

As variacdes mais conhecidas de problemas de fluxo podem ser resolvidas em
tempo polinomial. No entanto, existem problemas de otimizacdo que lidam com ca-
minhos e ciclos em digrafos e se assemelham tipicamente a fluxos, mas que ndo po-
dem ser modelados em sua forma tradicional. Um exemplo cldssico é o problema de
encontrar £ caminhos arco-disjuntos em um digrafo D. Neste, recebemos como en-
trada 2k vértices sq, So, ..., Sk, t1,t2,...,tx € V(D) e queremos decidir se existem
k caminhos arco-disjuntos Py, P, ..., P, em D tal que P; é um (s;,;)-caminho para
i €{1,2,...,k}. Este problema foi mostrado ser N"P-completo em [Fortune et al. 1980]
para k£ > 2. Com o objetivo de obter uma estrutura mais geral e abranger alguns desses
casos, [Bang-Jensen and Bessy 2014] comegaram a investigar a existéncia multiplos flu-
X0s vidveis arco-disjuntos em uma rede pré-determinada. Dois fluxos x € y em N sdo
ditos arco-disjuntos se X, - Y = 0 para todo arco vw € A.

Uma ramificacdo em um digrafo D € uma arvore geradora de D na qual todos
os vértices, com excecdo de um chamado de raiz, possuem grau de entrada um. Uma
s-ramificagdo ¢ uma ramificacdo cuja a raiz € o vértice s. O estudo de ramificacdes em
digrafos também possui motivagdes praticas. Por exemplo, em um contexto em que se
deseje enviar informagdes de uma fonte para todos os demais vértices do digrafo, os arcos
de uma ramifica¢do podem ser utilizados para fazer o roteamento das mensagens. Porém,
essas estruturas podem ndo ser muito seguras. Por esse motivo se torna interessante o
estudo de medidas de qualidade de uma ramificagdo. Alguns exemplos de parametros
considerados podem ser vistos em [Bang-Jensen and Yeo 2015, Bang-Jensen et al. 2016].

Um fluxo s-ramificado em uma rede N' = (V, A, u) é um fluxo x no qual b,(s) =
n—1eb,(v) =—1paratodov € V \ {s}, onde n é o nimero de vértices de \. Neste
tipo de fluxo cada vértice da rede recebe pelo menos uma unidade de fluxo. Observe que o
subgrafo de AV definido por V e pelos arcos em que o valor de 2 # 0 ndo necessariamente
€ uma s-ramificacao.

Em [Bang-Jensen and Bessy 2014], os autores introduzem o problema de
decidir se existem 2 fluxos s-ramificados arco-disjuntos em uma rede N, e
[Bang-Jensen et al. 2016] se aprofundaram nessa questdo, considerando diferentes ca-
pacidades para N. No presente trabalho, resolvemos um importante caso deixado em
aberto relativo ao mesmo problema, além de termos obtido uma prova alternativa do caso
complementar apresentada por [Bang-Jensen et al. 2016]. Devido a restricdes de espaco,
todas as provas serdo omitidas.

Fluxos ramificados em redes com capacidades especificas

Através de uma prova algoritmica dada por [Lovasz 1976] para um teorema original-
mente descrito por [Edmonds 1973], € possivel obter um algoritmo polinomial para
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decidir se uma rede N = (V, A,u = n — 1) admite k fluxos s-ramificados z!, 22, ... x*

arco-disjuntos. Reduzir a capacidade dos arcos por um fator constante nao € suficiente
para alterar a dificuldade do problema quando consideramos apenas dois fluxos:

Teorema 1. [Bang-Jensen et al. 2016] Para todo inteiro positivo k fixo, existe um algo-
ritmo que recebe como entrada uma rede N' = (V, A,u = n — k) e um vértice especial s
e decide em tempo polinomial se N admite dois fluxos s-ramificados arco-disjuntos.

Um resultado de [Bang-Jensen and Bessy 2014] mostra que € polinomial decidir
se uma rede com capacidade unitarias (v = 1) possui dois fluxos arco-disjuntos com o
mesmo balanco. Note que, em particular, o resultado vale para fluxos ramificados. Por
outro lado, o seguinte teorema foi provado:

Teorema 2. [Bang-Jensen and Bessy 2014] E N'P-completo decidir se uma rede N' =
(V, A u), com uy,, € {1,2} Yow € A, possui dois fluxos s-ramificados arco-disjuntos.

O Teorema 2 € utilizado para provar que se aumentarmos a capacidade em no
maximo uma constante o problema continua A P-completo.

Teorema 3. [Bang-Jensen et al. 2016] Para todo inteiro k > 2 fixo, é N'P-completo
decidir se uma rede N = (V, A,u = k) possui dois fluxos s-ramificados arco-disjuntos.

Pelos resultados anteriores, observamos que, aparentemente, a0 aumentarmos a
capacidade das arestas de \V, o problema de encontrar fluxos arco-disjuntos pode ape-
nas se tornar mais facil. Dessa forma, conjecturamos que deve existir algum valor
¢ € {2,...,n — 1} onde ¢ dificil decidir se uma rede com arcos de capacidade u < ¢
admite dois fluxos s-ramificados e arco-disjuntos, porém o problema € facil para capaci-
dades maiores (Teorema 1).

Estendemos resultados obtidos em [Bang-Jensen et al. 2016] para mostrar que,
como consequéncia da Hipotese de Tempo Exponencial (ETH) [Impagliazzo et al. 2001],
o problema considerado € dificil para quase todos os valores possiveis de /. A ETH ¢
uma conjectura que afirma ndo existir algoritmo para resolver o problema 3-SAT que seja
sub-exponencial no nimero de variaveis.

Mostramos que a existéncia de um algoritmo polinomial no ndmero de vértices
para o problema, quando consideramos as capacidades por uma fun¢do limitada de n,
implicaria na existéncia de um algoritmos sub-exponencial para 3-SAT.

Teorema 4. Assumindo vdlida a ETH, seja ¢ > 0 arbitrdrio e f(n) uma funcdo inteira
tal que log(n)'*¢ < f(n) < n/2 para todo n > 0. Além disso, suponha que existe uma
constante C* no qual para todo ¢ > C* existe um n tal que f(n) = c. Dadas essas
condigoes, seja N = (V,A,u = f(n)) uma rede com n vértices e um vértice especial
s € V. Nao existe algoritmo polinomial (em n) para decidir se N possui dois fluxos
s-ramificados arco-disjuntos.

O Teorema 4, principal contribui¢do deste trabalho, considera o caso de redes
com capacidades f(n). A demonstracdo segue uma adaptacdo da demonstracdo para o
caso de redes com capacidades n — f(n) contida em [Bang-Jensen et al. 2016]. Res-
saltamos que, com algumas alteracdes, a prova oferecida para o Teorema 4 se mostra
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como uma prova alternativa para o resultado ja conhecido para redes com capacidades
n — f(n). A Figura 1 ilustra para quais capacidades a complexidade do problema con-
siderado é conhecida. Segmentos continuos marcam resultados previamente conheci-
dos ([Bang-Jensen et al. 2016, Bang-Jensen and Bessy 2014]) e o segmento curvo marca
nossa contribuigao.

2 k log(n)'+* n/2 n — log(n)'* n—k n-—1
Dificil ? Dificil ? Facil

Figura 1. Intervalos de capacidades e complexidades.
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Abstract. In this work, we present a distance-based model for the classic vertex
coloring problem in graphs (VCP). The integer linear programming formulation
uses decision variables representing the distance between the colors assigned to
every pair of distinct vertices instead of explicitly providing the colors assigned
to each vertex. We show close relations between this formulation and the so-
called orientation model for VCP, also proposed by the authors of this work. In
particular, we prove that we can translate many facet-inducing inequalities for
the orientation model polytope into facet-inducing inequalities for the distance
model polytope, and vice versa.

Resumo. Neste trabalho, apresenta-se o modelo baseado em distancias para
o problema cldssico de coloragdo de vértices em grafos (VCP). A formulagdo
de programacgdo linear inteira utiliza varidveis de decisdo que representam a
distdncia entre cores atribuidas para cada par de vértices distintos, no lugar
de fornecer explicitamente tais cores. Mostra-se que hd uma relagdo proxima
entre esta formulagdo e o modelo baseado em orientagdo para o VCP, proposto
também pelos autores deste trabalho. Em particular, prova-se que desigual-
dades indutoras de facetas para o modelo baseado em orientacdo podem ser
traduzidas em desigualdades indutoras de facetas para o modelo baseado em
distdncias e vice-versa.

1. Introducao

O problema cléssico de coloracao de vértices em grafos (em inglés, vertex coloring pro-
blem - VCP) consiste em, para um grafo simples nao direcionado G = (V, E), encon-
trar um mapeamento ¢ : V. — Zs tal que (i) # c(j) para toda aresta (i,j) € E
(ou, equivalentemente, |c(i) — ¢(j)| > 1) onde a quantidade de cores usadas seja a me-
nor possivel. Esse problema é um dos mais conhecidos em otimiza¢do combinatéria e
teoria dos grafos, com diversas aplicagdes, como alocagdo de canais em redes sem fio
[Dias 2014, Koster 1999], escalonamento de tarefas [de Freitas et al. 2010], ensalamento
escolar [Burke et al. 2010] e outros. Porém, o VCP é NP-dificil [Karp 1972], exigindo
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a utilizacdo de técnicas avancadas para a obtencdo de solucdes 6timas ou préoximas do
6timo em tempo computacional aceitavel.

Diversos modelos de programacdo inteira (PI) foram propostos para o VCP, tais
como: cldssico baseado em restricdes de atribui¢do, usado em método branch-and-cut
[Méndez-Diaz and Zabala 2006]; baseado em conjuntos independentes maximais, utili-
zado em métodos de geragdo de colunas [Mehrotra and Trick 1996]; e formulacdo de re-
presentantes assimétricos, onde vértices sao eleitos como representantes das classes de
cores usadas [Campélo et al. 2008].

7

Um outro modelo proposto é o baseado em orientacdo, proposto original-
mente para a coloracdo em largura de banda (bandwidth coloring problem - BCP)
[Dias et al. 2017], na qual as solucdes induzem a uma orientacao do grafo de entrada.
Com base nesta formulac¢ao, deriva-se um modelo baseado em distancias, onde, ao invés
de determinar-se as cores explicitamente, as distancias entre cores de vértices adjacentes
devem ser retornadas, o que explora a correlagdo entre coloracio de vértices e geometria
de distancias [Dias et al. 2013]. Sendo assim, neste trabalho, apresenta-se um estudo poli-
edral inicial dessa formulacdo baseada em distincias, para a qual fornece-se duas familias
de desigualdades vélidas indutoras de facetas do politopo associado.

2. Formulacao baseada em distancia

Dado um grafo G = (V, E) e um conjunto de cores C' = {1,2,...,|V|}, o modelo
baseado em distancias utiliza varidveis inteiras x;; para todo 7,5 € V tal que 7 < j que
denotam a diferenca entre as cores de ¢ e j (de modo que z;; = c(i) — ¢(j)). Além
disso, também sdo usadas as varidveis de orienta¢@o y;;, com valor 1 se z;; < 0 e 0 caso
contrario. Uma solucdo factivel para a coloragdo de vértices é dada pelas restricdes a
seguir:

Tik, = Tij + Tjg Vi, ke V1<) <k (D)
zi; > 1 —|Clyi; V(i,j) €E, i<j (2)
zi; < =14 |C|(1 — yi ) V(i,j) € E, i<j 3)
zi; €{—=|C|+1,...,]C| =1} Vi,j€V,i<j 4)
yi; €{0,1} V(i,j) € E,i<j (5)

As restrigdes (1) refletem a separacdo de cores entre os vértices, inclusive entre os
ndo adjacentes entre si, de acordo com a interpretagdo das varidveis z;;. Os conjuntos de
restri¢des (2) e (3) induzem a orientagc@o do grafo de acordo com as cores atribuidas. Por
fim, (4) e (5) referem-se a integralidade e limites das varidveis.

O conjunto de restri¢des é composto de O(|V|*) equagdes, porém, 0 mesmo pode
ser substituido por um conjunto de O(|V'|?) equagdes, como visto a seguir.

Teorema 1 Se V = {1,...,n}, entdo as restri¢ées (1) equivalem a:
Tl T Tig1,i42 = Tiiqo VieV,i<n-—-2 6)
Tij + Tiv1j—1 = Tij—1 + Tip1y; Vi, J €V, i<n—3,i+3< ) (7

Seja PD(G, (') o fecho convexo dos vetores (x,y) que satisfazem as restrigdes
(1)-(5). Para tal politopo, algumas propriedades do modelo sdo enunciadas, sendo a pri-
meira relacionada a dimensdo de PD(G, C'), como visto a seguir.
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Teorema 2 Se |C| > x(G) + 1, entd@o dim(PD(G,C)) = |V |+ |E| — 1.

Como dito anteriormente, o modelo baseado em orientacdo serve de base para
esta formulacdo. Nele, existem varidveis inteiras z; € {1,...,|C|} para cada i € V,
além das mesmas variaveis y. Pode-se entdo transportar desigualdades vdlidas indutoras
de facetas do politopo PO(G, C') do modelo com orientagdo para a formulagdo baseada
em distancias, como definido a seguir.

Teorema 3 Seja az; + my < az; + 7y uma desigualdade vdlida (indutora de faceta)
para PO(G,C), onde (i, j) € E. Entdo, ax;; + 1y < m € vdlida (indutora de faceta se
|C| > x(G) + 2) para PD(G, C) e vice-versa.

3. Facetas para modelo baseado em distancias

Uma importante implicacdo do Teorema 3 é que pode-se transformar desigualdades
validas indutoras de facetas do modelo baseado em orientagdo (PO(G, C')) para o modelo
baseado em distancias (PD(G, C')). A seguir, s3o mostradas duas familias de desigual-
dades para PO(G, C) e suas transformagdes, por meio do Teorema 3, para PO(G, C).
Ressalta-se que, nas expressoes abaixo, o termo z; € a varidvel de PO(G, C') que indica a
cor do vértice 7 € V' (com z; € Z>(). Também considere que y;; = 1 — y;; parai < j.

3.1. Desigualdade clique

Sejai € Ve K C N(i) e uma clique. Define-se entdo a desigualdade clique associada a
i e K parao PO(G,C) do seguinte modo:

Z; > Zyﬁ

feK

Para utilizar a desigualdade no modelo baseado em distancias pelo Teorema 3,
deve-se adicionar um termo z; (onde j € algum outro vértice diferente de 7) para o lado
direito da desigualdade, de modo a obter-se uma expressdo z; — z; a ser substituida por
x;;. Porém, deve-se adicionar um termo suficientemente grande também ao lado esquerdo
para compensar tal adi¢do. Desse modo, adiciona-se um termo |C| do lado esquerdo, ja
que z; € {1,2,...,|C|}. Assim, a desigualdade para PD (G, C) é:

zij +|C| > Zyﬁ

fekK

3.2. Desigualdade clique dupla

Seja (i, j) € E e considere uma clique K C N (i) N(j). Define-se entdo a desigualdade
clique dupla associada ao vértice i e a clique K para PO(G, C') como se segue:

zi + Z(?Jm —yir) < 2+ (s — [K|)yis
keK

Pela aplicagcdao do Teorema 3 e pela observacdo que a constante s do modelo base-
ado em orientacdo, que deve ser um limite superior para a maior cor usada, € equivalente a
|C'| no modelo baseado em distincias, obtém-se a desigualdade a seguir para PD(G, C):

Tij + Z(yzk —yix) < (|C| = |K|)ys

keK
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Tabela 1. Sumario das formulac6es de programacao inteira para a coloracao de
vértices em grafos.

Formulacao Variaveis Restricoes Autor(es)
Cldssica o(|V]?) O(|V]?E) -
Conjuntos independentes o(3IV173) o(v)) [Mehrotra and Trick 1996]
Representantes assimétricos ~ O(|[V|> —|E|)  O(|V]*—|V||E|)  [Campélo et al. 2008]
Clique cover O(|V||H|) O(|H|+|V||E") [Burke et al. 2010]
Baseada em orientacéo O(|V|+|E|) O(V]|+|E|) [Dias et al. 2017]
Baseada em distincia o(Vv|?® o(|vV|?) Este trabalho

4. Consideracoes finais

Neste trabalho, apresentou-se uma formulacdo de programacgao inteira para o problema
classico de coloragdo de vértices em grafos (VCP), onde as varidveis de decisdo indicam
as distancias entre cores dos vértices, desenvolvida com base em outra formulacio de
programacdo linear inteira proposta pelos autores, o modelo de orientacdo. Mostrou-
se que as desigualdades validas indutoras de facetas do modelo baseado em orientacdo
podem ser usadas na formulacdo com distancias e vice-versa.

Resultados em andamento incluem a determinacdo de funcdes objetivo para o mo-
delo baseado em distancias, bem como a implementa¢do de um método cut-and-branch
utilizando a formulagao e suas desigualdades validas. Este trabalho também € a base para
elaboracdo de um modelo de distancias para a generalizacdo do VCP conhecida como
coloracdo em largura de banda (bandwidth coloring probem - BCP), que esta em desen-
volvimento.
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Abstract. This paper approaches the problem of finding the system of represen-
tatives of a family of disjoint sets. To solve this problem, three methods were
used: integer programming, branch-and-bound, and the BRKGA metaheuris-
tic. We observed that, in randomly generated instances, the branch-and-bound
algorithm was the best exact method but it was surpassed by BRKGA for large
instances.

1. Introduction

In this work, we address the problem of maximizing the sum of capacities of repre-
sentatives of disjoint sets introduced by [Bellare 1993], who showed that this problem
is NP-complete and gave some inapproximability results. Formally, the maximum ca-
pacity representatives problem (MCR) can be defined as follows: let S1,.55,..., Sk be
disjoint sets. For any ¢ # j, z € S; and y € S}, let ¢(x,y) be the nonnegative capac-
ity between x and y. Let R be a set such that V,<;,<x|R N S;| = 1, we say that R is
a system of representatives. The capacity Cg of a system of representatives R is given
by Cr =>_, ,er ¢(x,y). The problem is finding R that maximizes Ck.

One can think of an instance of this problem as an undirected graph in which the
vertex set V is (JI_, S; and edge set E is {(u,v)|u € S;, v € S;, andi # j}. The
edge weights represent the capacity between the vertices and each S; is an independent
set. Note that this graph has the property of being k-partite complete.

Thus the problem of finding the system of representatives of maximum capacity
is equivalent to the problem of finding a maximum edge-weighted clique in a k-partite
complete graph. This is interesting because the maximum edge-weighted clique problem
is widely studied. For simplicity, we will think about instances of the MCR problem
as graphs and then, throughout this text, we will refer to sets .S; as parts, to capacities
between elements as edge weights, and to elements of .S; as vertices.

We have not found the MCR problem to be studied experimentally in the lit-
erature, but we link to a variant problem, the so-called minimum distance representa-
tive (MinDR) [Blanco et al. 2014].

We approached the MCR problem with integer programming, branch-and-bound,
and BRKGA, comparing these techniques.
2. Integer Programming

[Gouveia and Martins 2015] consider a version of the problem of maximum edge-
weighted clique where there are edges with negative weight. They gave the formulation

89



Anais do III Encontro de Teoria da Computagdo (ETC)

below to this problem based on [Park et al. 1996]. Let G = (V, E) be an undirected
graph. For all = € V, variable x; equals 1 if 7 is in the clique, otherwise z; equals 0. For
all 4,j € V, variable y;; equals 1 if edge (i, j) is in the clique, otherwise y;; equals 0.

maximize Z CijYij (D)
i,jEE

subject to y;; < ;, y;; < x; (1,7) € 2)
T+ Syt 1 (4,7) € 3)
v+, <1 (z,j)géE 4)
x; €0,1 1eV 5
yi; € 0,1 (i,7) € E (6)

We propose to exchange constraint (4) by ij es, Ti = 1 for all S;, provided
that we already know the graph is k-partite complete and we know each part S;. The
formulation with constraint (4) may lead to infeasible solutions to our problem because
it does not force each solution to have exactly one vertex from each part, although an
optimal solution of the former formulation is also an optimal solution to our problem.

3. BRKGA

The biased random-key genetic algorithm (BRKGA) is an evolutionary metaheuristic for
optimization problems. This metaheuristic works with a fixed-size population composed
of p vectors (chromosomes) of randomly generated numbers in the interval [0, 1). The
population is divided into groups, the so-called elite, non-elite and mutants. For each
iteration, the best ones are kept (elite), new ones are generated by crossover (non-elite)
and a small number of mutants are introduced into the population.

The BRKGA uses a decoder to calculate the value of a chromosome
[Resende 2011]. We create a deterministic algorithm for decoding that takes as input
a chromosome and associates with it a feasible solution to the MCR problem and outputs
this solution value. Each chromosome is a real vector x € |0, 1)’“, where each locus is
sequentially associated to a disjoint set. Algorithm 1 presents the decoder.

Algorithm 1 Decoder algorithm
1: function DECODER(X)

2 R+ 0

3 fori<1,... kdo

5 R < RU{zx}, where z is j-th element of S;
6 return ) . c(z,y)

In addition, we create a greedy constructive heuristic to introduce a non-
random key chromosome in the initial population. The heuristic works as follows: for
alli=1,2,...,k, the locus i is equal to (j — 1)/|S;|, where x is the j-th element of S,
such that 30 g, ¢(2,y) is the greatest sum of capacities.

4. Branch-and-Bound

We create an initial feasible solution by choosing for each S; with ¢ = 1,2,... k
an x € .S; that maximizes Zer\Si c(z,y). That is, for each set S; we choose the ver-
tex that have the greatest sum of edge weights.
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At level [ of the search tree, we choose which vertex of part .S; will be in the
clique. Note that the search tree has depth k, the number of sets. Let o be a solution
under construction, that is, the algorithm is on level [ < k, and let o; be the vertex
of part i in 0. Let R(0) = >_, , ¢, (04, 0;) be the value of solution under construc-

tion 0. Let opt(c) be the greatest value o can have after choose vertices for the remaining
levels I’ > I. Let p(o) be the sum of weights of heaviest edges between part .S; and S; for
all 4,7 > I’ plus the weight of the edge between o; and S; for all i < [ and j > [. Note
that opt(c) < p(o), that is, the best solution that can be made is less or equal to the sum
of the weight of the heaviest edge that can be in a solution between each pair of parts plus
the value of the solution under construction. Algorithm 2 presents the branch-and-bound
algorithm.

Algorithm 2 Branch-and-Bound algorithm

1: Opmar < 0

2: BB(),1)

3: function BB(o, )

4: if | = k then

5: if R(0) > R(0ma,) then 0,4, < 0

6: return

7: if p(0) < R(0yma.) then return

8: for all v € S in non-increasing order by total capacity do
9: BB(oc U{u}, 1+ 1)

5. Computational Experiments

We generated the instances used in the experiments randomly. There are three types of
instances, the ones with part sizes and weights were generated using a uniform prob-
ability distribution (“uniform”), the ones with parts of equal sizes (“similar”), and the
ones with weights generated using the normal probability distribution (“normal”). Part
sizes were chosen from the range of 1 to a maximum size using a uniform probabil-
ity distribution. Edge weights were chosen from the range of 1 to 100, for instances of
type “uniform”, and from the range of 1 to 50, for type “similar”, using a uniform prob-
ability distribution. For instances of type “normal”, edge weights were chosen using a
normal probability distribution with mean 100 and standard deviation of 2. Instances may
have 5, 10, 30 or 50 parts and we used three values for the maximum size of a part: 10, 30
and 50. We made all combinations of instance types, the number of parts and maximum
size of a part.

We implement the branch-and-bound algorithm (BB) in C++ and the ILP model
in Java using Gurobi 7.5.2. The BRKGA was implemented in C++, using the API de-
scribed and proposed in [Toso and Resende 2015]. We set parameters of BRKGA as fol-
lows: size of population p = 1000, elite set fraction p. = 0.16, fraction of population
to be replaced by mutants p,,, = 0.08, probability that offspring inherit an allele from
elite parent rhoe = 0.65, number of independent populations p,, = 3 and the number of
generations gen = 300. Then we execute all instances for each algorithm with 1 hour of
timeout in a machine with Intel (R) Xeon (R) Silver 4114 CPU @ 2.20GHz, 32GB of
memory and Linux 64bits.
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6. Results and Conclusions

The approach with integer programming did not lead to good results, provided that the
solver only solved six instances. In cases where the solver found solutions close to optimal
the gap was still large indicating that the solver was having difficulty to show that the
solutions found were optimal. Instances of type “similar” were harder to solve by the
ILP solver and by the branch-and-bound algorithm by the fact instances of type “similar”
have more edges and vertices than the others instances. Instances of type “normal” and
“uniform” had no significant difference in the number of vertices and edges. The branch-
and-bound algorithm performed in a similar way for instances of those types, provided
that, the number of vertices showed to be more determinative than edge weights for this
method. For the ILP solver, edge weights distribution was not a significant factor, although
it solved more instances of type “uniform” where the variance of weights is greater. The
branch-and-bound approach obtained better results than the ILP since the BB algorithm
solved sixteen instances.

The BRKGA was executed 100 times for each instance. The approach with
BRKGA found, in average, solutions very close to optimal for instances solved by the
branch-and-bound algorithm with optimality proof. For larger instances, BRKGA found
solutions better than the ones found by the branch-and-bound algorithm within very com-
petitive time, taking, in average, less than 15 seconds per instance. BRKGA found solu-
tions equal to or better than those found by the exact methods for 31 instances. We tried
to use BRKGA solutions as an initial lower bound to the branch-and-bound algorithm,
but it was not able to prove optimality for those solutions, although it did not find better
solutions before reaching the time limit. We conclude that BRKGA is a good approach
for this problem given that it was better than exact methods for large instances. Provided
that the exact methods did not lead to good results, we plan to analyze the use of other
heuristics approaches as future work.

This project was supported by the Sdo Paulo Research Founda-
tion (FAPESP) grants #2014/25892-4, #2015/11937-9, #2016/23552-7, #2016/01860-1
and #2017/23343-1; and the Brazilian National Council For Scientific and Technological
Development (CNPq) grants #311499/2014-7, #425340/2016-3 and #304856/2017-7.
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Abstract. In the classical Traveling Salesman Problem (TSP), we want to find
a route that visits each of n cities, minimizing the total traveled distance. An
often considered generalization is the Traveling Car Renter Problem, in which
the route is traveled by renting a set of cars. Every car has a distinct distance
function, but each rented car incurs the payment of a return fee g > 0. The
objective is to minimize the sum of traveled distances plus return fees. In this
work, we present a O(log n)-approximation for the problem. This algorithm is
asymptotically optimal, since we show that there is no approximation with factor
o(logn), unless P = NP.

Resumo. No cldssico Problema do Caixeiro Viajante (TSP), queremos encon-
trar uma rota que passa por um conjunto de n cidades e que minimize a
distancia total percorrida. Uma generalizacdo conhecida é o chamada Pro-
blema do Caixeiro Alugador, em que a rota pode ser percorrida alugando-se
um subconjunto de veiculos. Cada veiculo tem uma funcdo de distincia dis-
tinta, mas para cada veiculo alugado, paga-se uma taxa de retorno g > 0.
O objetivo é minimizar a soma das distancias percorridas mais as taxas de
retorno. Neste trabalho, apresentamos uma O(log n)-aproximagdo para o pro-
blema. Esse algoritmo é assintoticamente otimo jd que também mostramos que
ndo hd aproximagdo com fator o(logn), a ndo ser que P = NP.

1. Introducao

Problemas de transporte aparecem no contexto de logistica ou transporte urbano. Par-
ticularmente, servigos de transporte individual sdo oferecidos nas mais diversas formas,
como compartilhamento e aluguel de veiculos. Na maior parte das vezes, os problemas
de aluguel de veiculos sdo discutidos do ponto de vista de uma companhia, que detém
uma frota de veiculos e cujo objetivo € maximizar o lucro total ou o nimero de clientes
atendidos. Alguns trabalhos consideram também o problema do ponto de vista de um
usudrio (Goldbarg et al., 2012; da Silva and Ochi, 2016; Rios et al., 2017), que tem um
conjunto de opg¢des de aluguel disponiveis e deseja escolher quais servigos contratar para
minimizar o seu custo total.

Um problema que visa minimizar os custos de um usudrio aparece no setor de
turismo (da Silva and Ochi, 2016). Goldbarg et al. (2012) introduziram o Problema do

*Este trabalho foi parcialmente financiado pelo processo n® 2015/11937-9, Fundag¢do de Amparo a
Pesquisa do Estado de Sao Paulo (FAPESP) e pelos processos n® 425340/2016-3, 308689/2017-8 e
313026/2017-3, Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico.
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Caixeiro Alugador (CARS), ilustrado a seguir. Um turista deseja visitar um conjunto de
cidades e, para isso, tem um conjunto de veiculos disponiveis para alugar. O custo de
alugar cada veiculo é dado por uma funcao de distancia do trajeto percorrido, além do
custo de retornar o veiculo até o local alugado. Tanto a funcao de distancia quanto a taxa
de retorno dependem do veiculo escolhido. O objetivo € alugar veiculos para visitar todas
as cidades e retornar ao local de origem pagando o minimo possivel.

Seguindo Goldbarg et al. (2012), que desenvolveram algoritmos meméticos, ou-
tros trabalhos consideraram o problema (da Silva and Ochi, 2016; Rios et al., 2017; Dias
et al., 2016). Observamos que, se exigirmos que a solu¢io seja um ciclo sem repeti¢ao
de cidades, ou permitirmos fungdes de custo arbitrdrias, entdo o problema nao admite
aproximacao por qualquer fun¢do computavel, a ndao ser que o Problema do Caminho
Hamiltoniano possa ser resolvido em tempo polinomial. Assim, consideramos a versao
do problema em que as funcdes s@o métricas e a taxa de retorno € a mesma para todo
veiculo e independe do local de devolugao. Formalmente, no Problema do Caixeiro Alu-
gador Uniforme (UCARS), dado um conjunto V' de n cidades, r fungdes de distancia
d; : V xV — Rs e uma taxa de retorno g > 0, o objetivo é encontrar um conjunto de
passeios P, ..., P; associados a indices eq, ea, . . ., €, tais que (P; ... P;) é um passeio
fechado que passa por todas cidades e que minimiza a soma

25:0 (g + Z(U,U)EE(Pi) dei (U, U)) :

Contribuicoes Neste trabalho, mostramos que UCARS ¢é tao dificil quanto o Problema
da Cobertura de Conjuntos (SC), o que implica que UCARS ndo tem aproximag¢ao com
razdo o(logn), a ndo ser que P = NP (Guha and Khuller (1999)). Em seguida, observa-
mos que UCARS pode ser reduzido para o Group-TSP (versao de TSP em que se deseja
percorrer um elemento de cada grupo dado), derivando diretamente em uma aproximacao
de razio O(log® nloglognlogr). Finalmente, obtemos uma aproximagio melhor, apre-
sentando um algoritmo de arredondamento probabilistico com razdo de aproximacgao
O(logn). Esse algoritmo € assintoticamente 6timo por causa do limite inferior.

2. Inaproximabilidade

No Problema da Cobertura de Conjuntos, dados conjuntos 51, S5, . . . , Sy, cuja unido é U,
queremos encontrar S, , Se,, . . ., S, cuja unido é U e s € minimo.

Teorema 2.1. Se UCARS admite a-aproximacao, entdo SC admite c-aproximagao.

Corolario 2.2. Se P # NP, entdo UCARS nzo admite (¢ log n)-aproximagio com ¢ < 1.

Por outro lado, reduzimos UCARS para Group-TSP. Uma instancia de
Group-TSP ¢é formada por um conjunto V', uma funcdo de distdncia d’ e conjuntos
S1,52,...,5 C V' e uma solugdo é uma passeio fechado P tal que S; N V(P) # ()
para 1 < ¢ < [. Construimos uma instancia de Group-TSP. Primeiro, criamos um grafo
G = (V', E) em que, para cada v € V, adicionamos um grupo {v, vs, ..., v, } formando
uma clique com arestas de peso g. Depois, para cada u,v € V e 1 < ¢ < r, adicionamos
arestas (u;,v;) com custo d;(u,v). Observe que, dada uma solugdo para a instincia de
Group-TSP com custo SOL, podemos criar uma solu¢@o para a instancia de UCARS de
custo O(SOL) e vice-versa. Portanto, obtemos uma aproximagao para UCARS com fator
O(log® nloglognlogr) (Garg et al. (2000)). Na secio seguinte, mostramos que hd uma
O(log n)-aproximagdo para UCARS.
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3. Algoritmo de arredondamento de PL

A ideia principal do algoritmo € resolver o problema em duas fases. Primeiro, obtemos
uma cobertura de todos os vértices de V' utilizando subarvores. Assim, ao invés de procu-
rar um conjunto de segmentos que forme um passeio fechado, nos preocupamos apenas
em encontrar um conjunto de componentes conexas que cubram o conjunto de vértices.
Na segunda fase, transformamos a cobertura em um passeio fechado.

3.1. Uma formulacao de cobertura

No seguinte programa linear inteiro, denotamos por S o conjunto de todos os pares (i, S),
comS C Vel <i<r. Paracada (i,5) € S, MST;(S) denota o custo de uma drvore
geradora minima de .S com respeito a d; e x(; ) indica se (7, S) faz parte da soluc@o.

minimizar Z T (;,5)(MST;(S) + g)

(3,9)eS
sujeito a Z(LS)E&UE‘/ Tis =1 VvelV, (PLD
TG,8) € {0, 1} i (i, S) €S.

Observe que uma solu¢do de uma instancia de UCARS induz uma solugdo para
esse programa, entdo o valor 6timo do (PLI) é um limitante inferior para o valor 6timo
dessa instancia. Seja (PL) a relaxacdo linear de (PLI). Observe que (PL) tem um nimero
exponencial de varidveis e, portanto, ndo sabemos resolver esse problema diretamente. No
entanto, podemos obter uma solu¢do aproximada com um nimero polinomial de varidveis
nao nulas, conforme o lema a seguir, que é um resultado central para o algoritmo. Para
um programa linear (@), denote por OPT(Q)) o valor 6timo de (Q).

Lema 3.1. E possivel, em tempo polinomial, encontrar uma solugio vidvel para (PL) de
valor O(OPT(PLI)).

A prova desse lema pode ser resumida do seguinte modo. Obtemos a formulacao
dual de (PL), que tem restri¢des » ., 4, —MST;(S) < g paracada (i, S) € S e executa-
mos o método dos elipsoides. Para cada solu¢do candidata y dada pelo método, queremos
resolver o problema da separagdo correspondente. Se pudéssemos encontrar (i,.5) que
maximiza o valor do lado esquerdo, entdo poderiamos ou encontrar uma restri¢ao vio-
lada, ou concluir que y € vidvel. Infelizmente, esse problema é NP-dificil e sequer tem
aproximacao constante. Para contornar essa dificuldade, utilizamos uma estratégia mais
elaborada. Observe que se MST;(.S) for pequeno quando comparado com g, entdo ma-
ximizar ) ., v, é uma boa aproximagio para esse valor e esse problema pode ser bem
resolvido a menos de um fator constante. Assim, a principal observag¢do para derivar o
lema é que o valor de PLI quando restrito a componentes com MST;(S) < ¢ estd a um
miuiltiplo constante de OPT(PLI).

3.2. Arredondando uma solucao fracionaria

Dada uma solugéo = de (PL) de valor O(OPT(PLI)), o algoritmo obtém uma solugao para
a instincia de UCARS arredondando o valor das varidveis x(; gy para cada (,5) € S.
Observe que, como podemos supor que 0 < z(; ) < 1, podemos incluir (4, S) em uma
solugdo integral com probabilidade z(; 5). Fazendo isso para todas as componentes, o
custo esperado é igual O(OPT(PLI)). A ideia do algoritmo é que, se repetirmos o pro-
cedimento acima um ndmero suficiente de vezes, entdo a probabilidade de um elemento
continuar descoberto tende a zero. Todos os passos sdao descritos em Algoritmo 1.
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. Obtenha uma solucdo = de (PL) usando o Lema 3.1.
. Faca C < () e repita [logn] vezes:
e Para cada (i, 5), inclua (i, S) em C com probabilidade z; ).
Para cada v € V tal que v ¢ S para todo (7, S) € C, adicione (1,{v}) aC.
4. Faca F' « () e paracada (i,5) € C:
e Construa uma arvore geradora minima H de S\ V(F') com respeito a d;.
e Construa uma rota P duplicando as arestas de H.
e Rotule cada aresta de / com indice ¢ e adicione H a F'.
Defina dpy, : V' x V' — R de forma que dypin (4, v) = min<;<, d;(u, v).
Contraia cada componente conexa de F' ¢ obtenha F”.
Construa uma arvore geradora minima 7" de F” com respeito a dy;y,.
Para cada aresta (u, v) de 7", adicione duas arestas paralelas (u,v) a F rotuladas
com indice i tal que dpn(u, v) = d;(u,v).
9. Construa um ciclo euleriano C' de F' e devolva C.

DN =

e

© W

Algoritmo 1: Aproximacao para UCARS.

Nos passos de 1 a 3, obtemos uma cobertura de V' por componentes de C. Apds
o passo 4, F' é formado por um conjunto de rotas que cobrem todos os vértices V', mas €
possivelmente desconexo. Assim, queremos adicionar arestas para conectar essas rotas.
Para cada aresta, escolhemos o veiculo de menor custo correspondente € obtemos um
conjunto de arestas que conecta F' com menor custo. Dai, apds o passo 8, F' € um grafo
conexo em que todo vértice tem grau par e, portanto, tem um ciclo euleriano C'. Observe
que C' pode ser decomposto em uma sequéncia de passeios maximais de arestas com o
mesmo rétulo e, portanto, induz uma soluc¢do vidvel do problema.

O custo da solucao devolvida é composto das distancias percorridas e das taxas de
retorno. Observe que ambos custos podem ser limitados pelos custos das componentes
em C. Como o custo esperado das componentes sorteadas em cada iteragdo do passo 2 é
de no maximo o valor de z, que € O(OPT(PLI)), e o passo 2 é executado O(logn) vezes,
obtemos o seguinte teorema.

Teorema 3.2. O Algoritmo 1 é uma O(log n)-aproximagio para UCARS.
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Abstract. This work addresses the minimum subgraph diameter problem
(MSDP) by answering an open question with respect to its approximability.
Given a graph with lengths and costs associated to its edges, the MSDP consists
in finding a spanning subgraph with total cost limited by a given budget, such
that its diameter is minimum. We prove that there is no -approximation algo-
rithm for the MSDP, for any constant (3, unless P = NP. Our proof is grounded
on the non-approximability of the minimum spanning tree diameter problem,
proven by Bdlint in 201 3.

1. Introduction

In a combinatorial optimization problem, there is a set of instances, a finite set of feasible
solutions for each instance and an objective function. A feasible solution is one that
respects a set of restrictions associated with the problem.

The problem can be of minimization or maximization. In a minimization prob-
lem, the goal is to find a feasible solution such that its value, evaluated by the objective
function, is minimal. Such a solution is called optimal.

A naive algorithm to solve a combinatorial optimization problem consists in eval-
uating all feasible solutions in search of an optimal one. This easily becomes impractical,
since many problems have an exponential amount of feasible solutions. While there are
combinatorial optimization problems for which polynomial time algorithms are known,
many of them are NP-hard problems for which there is no polynomial time algorithm,
unless P = N P [Papadimitriou and Steiglitz 1998].

For those problems, arises a need for approximation algorithms, which find
feasible solutions in polynomial time to NP-hard optimization problems with prov-
able guarantees on the distance between the returned solution and the optimal ones
[Williamson and Shmoys 2011]. For a given constant 3, we say that an algorithm is a
[B-approximation if, on every input, the algorithm finds a solution whose cost is at most
B times the optimum. However, for some problems, it is possible to prove that even the
design of a S-approximate algorithm is impossible for small values of 5 or even for any
constant value of 3, unless P = N P [Trevisan 2014].

This paper studies the approximability of the minimum subgraph diameter prob-
lem (MSDP). Given a graph with lengths and costs associated to its edges, the MSDP
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consists in finding a spanning subgraph with total cost limited by a given budget, such
that its diameter is minimum.

The MSDP can appear in real world applications, such as the construction of a
telecommunication network with a budget constraint. There are costs related to building
connections, e.g. acquisition of cables, and there are transmission delays between nodes
inherent to the network topology. A relevant goal could be to minimize the largest delay
between two nodes in the resulting network.

Our contribution. We prove that there is no polynomial time [-approximation algo-
rithm for the MSDP for any constant 3, unless P = N P.

Paper organization. Section 2 formally describes the MSDP. Section 3 explains previ-
ous results on the MSDP as well as related work. Section 4 shows the result obtained and
Section 5 presents our future research directions.

2. Problem description

In this paper we study the minimum subgraph diameter problem (MSDP). The problem
input consists of a graph G = (V, E'), aresource budget R € R, and two weight functions
for the edges: the length [ : ¥ — R, and the costc : & — R,.

Given a spanning subgraph S = (V| E’) of G and two vertices u,v € V, we
define ds(u,v) as the length of the shortest path between u and v in S (using the [ weight
function). If there is no path between vertices u and v, then ds(u, v) = co. The diameter
of the subgraph is defined as diam(S) = max, yey ds(u,v). The cost of the subgraph is
defined as cost(S) = > g c(e).

A feasible solution to this problem is a spanning subgraph S with cost(,S) at most
R and the goal is to minimize diam(S).

(a) MSDP instance. (b) An optimal solution.

Figure 1. Sample instance for the MSDP and an optimal solution for it.

Figure 1(a) shows a possible instance to the MSDP. Each edge is associated with a
pair of values: the left one is its length and the right one is its cost. For feasible solutions
a total cost budget of 450 will be considered.
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When trying to minimize the diameter one would not remove any edges, but the
budget constraint does not allow it. When trying to minimize the total cost one would get
to the minimum spanning tree, that does not minimize the diameter. An optimal solution
for this instance is shown in Figure 1(b). It has a higher diameter than the original graph,
but it is the lowest possible without violating the budget.

Let diam™ be the diameter value for an optimal solution of the MSDP. Given a
constant /3, a S-approximation for the MSDP consists in finding a spanning subgraph S
such that cost(S) < R and diam(S) < § - diam™.

3. Related work

It has been proved that, unless P = N P, there is no polynomial time [-approximation
algorithm for the MSDP in each of the following four cases [Plesnik 1981]:

1. All the edge lengths (but not costs) of G are equal and 3 < 5/4.
2. l(e) = c(e) for every edge e and 5 < 5/4.

3. <2

4. @ is a planar graph with maximum degree 3 and 5 < 3/2.

It is worth mentioning that our work strengthens the result given in item 3.

A more generic bicriteria network problem, the (A, B, A, €)-problem, has been
studied. The problem input consists of a graph G = (V, E') and two weight functions for
the edges: the length [ : £ — R, and the cost ¢ : £ — R,. A is a criterion on the weight
function ¢ and B is a criterion on the weight function /. For instance, A could be cost and
B could be diam (as defined in section 2). ) is a real number not less than 1 and € is a
class of graphs that limits the possible solutions (e.g., trees) [Bdlint 2003].

Let €(() denote the class of all spanning subgraphs of GG belonging to the class €,
ie., €(G) := {S € €|S is a spanning subgraph of G}. The minimum value of criterion
A is defined as A* = min{A(S)|S € €(G)}. The minimum value of criterion B under
a budget on A is defined as B, = min{B(5)[S € €(G), A(S) < AA*}. Note that \
indirectly defines a budget [Bélint 2003].

A solution to the (A, B, A, €)-problem is a spanning subgraph S € €(G) such that
A(S) < AA* and B(S) = B,. As an example, the MSDP, defined in Section 2, is almost
equivalent to the (cost, diam, A\, spanning subgraph)-problem. The only difference is that
here the budget is set indirectly by A instead of directly by R on the MSDP, i.e., for a
budget R we should set A = R/A*.

An (o, §)-approximation to the (A, B, A\, €)-problem is a spanning subgraph S €
¢(G) such that A(S) < aAA* and B(S) < B, [Balint 2003].

It has been proved that, unless P = N P, for any constant (3 there is no polynomial
time algorithm to solve the (1, 3)-approximation to the (cost,diam, 1, spanning tree)-
problem, even if both criteria are under the same cost function ¢ : F — {1,2}
[Bélint 2003]. In other words, there is no polynomial time algorithm to find a minimum
spanning tree (since A = « = 1) with at most [ times the diameter of any minimum
spanning tree. We shall use this result to prove that there is no polynomial time algorithm
to solve the S-approximation to the MSDP for any 3 constant.
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4. Our results

Suppose that for some constant 3 there is a polynomial time S-approximation algorithm
for the MSDP. Given an instance I of the (cost, diam, 1, spanning tree)-problem, we can
create an instance I’ of the MSDP by using the same graph, weight functions and setting
the budget R = cost(MST(G)), i.e., the cost of a minimum spanning tree for G (since
A=1).

If we solve the MSDP for [’, the result might not be a tree, due to the possibility
of zero cost edges in the solution. Then, there would be no trivial way to transform
this solution back to one for the (cost, diam, 1, spanning tree)-problem, since removing
any edges forfeits our guarantees on the diameter. In this case, we would not be able
to translate the lower bound for spanning trees from Bélint to a lower bound for general
spanning subgraphs. However, we can use the stronger lower bound by Balint which
holds even when both criteria are under the same cost function ¢ : E — {1, 2}.

Thus, assuming that / only has edges with costs 1 or 2, we create I’ as before
and then we solve the MSDP for I’. Since there are no zero cost edges, the solution
found would be a minimum spanning tree with diameter at most 3 times that of any other
minimum spanning tree.

The minimum spanning tree found would be a (1, )-approximation to the (cost,
diam, 1, spanning tree)-problem, contradicting the result by Balint. Therefore, there is
no polynomial time S-approximation algorithm for the MSDP for any constant 3, unless
P=NP.

5. Future work

Our result cuts short any effort to find a S-approximation for the MSDP. Nonetheless, a
promising line of research is to investigate («,3)-approximation algorithms for the MSDP.
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Abstract. We propose a method for computing centralities based on shortest
paths in time-varying, multilayer, and time-varying multilayer networks using
MultiAspect Graphs (MAG). Thanks to the MAG abstraction, these high order
networks are represented in a way that is isomorphic to a directed graph. We
then show that well-known centrality algorithms can be adapted to the MAG
environment in a straightforward manner. Moreover, we show that, by using this
representation, pitfalls usually associated with spurious paths resulting from
aggregation in time-varying and multilayer networks can be avoided.

1. Introduction

In this paper, we discuss notions of centrality in high order networks. A high order net-
work is any network that has additional structures, such as, layers, time representations,
or any other structure with similar properties. A high order network is not restricted to
have only one of the mentioned structures, as it is possible to create networks that are
layered and time-varying, or even layered networks with multiple time structures rep-
resenting a multi-scale time structure. In this paper, we represent high order networks
by means of MultiAspect Graphs (MAGs) [Wehmuth et al. 2016, Wehmuth et al. 2017].
MAGs are an abstraction that can be used to represent time-varying, multilayer, com-
bined time-varying-multilayer, or even higher order graphs. In a MAG, each inde-
pendent structure of a high order network is represented by an aspect. In a MAG,
aspects are used to represent the vertices set, layer set, time instants set, and so on.
In [Wehmuth et al. 2016], MAGs are shown to be isomorphic to an object composed of a
directed graph and one tuple. Algebraic representations and basic algorithms for MAGs
are investigated in [Wehmuth et al. 2017]. These previous works pave the way for the
notions of centralities in high order networks introduced here. In particular, we focus
on shortest path centralities, since they are widely applied on complex network analysis
and relatively straightforward to interpret. Moreover, we show that by using the pro-
posed method, pitfalls usually associated with aggregation in time-varying and multilayer
networks can be avoided. These aggregation side-effects are well-known in the liter-
ature of multilayer/time-varying networks [Pan and Saraméki 2011, Nicosia et al. 2012,
Ribeiro et al. 2013, Kivela et al. 2014, De Domenico et al. 2016] and are manifested as
additional paths that do not exist in the original network, or as additional shortest paths
that also do not exist in the original networks. The presence of these artifacts on the
aggregated network causes the shortest path based centrality algorithms to include these
shortest paths into the calculation, leading to spurious results that are not consistent to the
original network.
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2. MultiAspect Graphs (MAGs)

We define a MAG as H = (A, E), where E is a set of edges and A is a finite list of sets,
each of which is called an aspect. Each aspect o € A is a finite set, and the number of
aspects p = |A| is called the order of H. Each edge e € F is a tuple with 2 x p elements.
All edges are constructed so that they are of the form (a4, ..., ap, b1, ..., b,), where ay, by
are elements of the first aspect of H, as, bo are elements of the second aspect of H, and
so on, until a,, b, which are elements of the p-th aspect of /7. As a matter of notation, we
say that A(H) is the aspect list of MAG H and A(H)[n] is the n-th aspect of MAG H.
We also define the set

V(H) = X A(H)[n], M

which is the Cartesian product of all the p aspects of the MAG H. We call the elements
v € V(H) composite vertices. Note that each composite vertex v € V(H) has the form
(a1, ...,ap,). Therefore, there is a close relation between MAG edges and pairs of com-
posite vertices, since (ay,...,a,,b1,...,b,) ~ (v,u) = ((a1,...,a,), (by,...,by)), so
that v = (ay,...,a,) and u = (by,...,b,). From this relation between MAG edges and
pairs of composite vertices, it is possible to build a directed graph of composite vertices,
which is shown to be isomorphic to the MAG in [Wehmuth et al. 2016].

As a consequence of the isomorphism between MAGs and a directed graph, we
then define the function

g+ (A(H), E(H)) — (V(H),V(H) X V(H)) @)
H > (V(H), ¢(E(H)),

which maps every MAG H to its isomorphic directed graph g(H ). Further, we define the
set of functions

mi: V(H) — A(H)[] 3)

(a1, a9,...,a,) — a;,

which extracts the ¢-th element of a composite vertex tuple.

Note that by the definition of g(H) in Expression 2, the vertices of the directed
graph g(H) are tuples with 2 x p elements. It is also possible, if desired, to have a
more traditional graph representation where the vertices are simply points of a set with
no additional meaning. In this case, the directed graph has to be complemented by a
companion tuple, which allows the association of each vertex with its original MAG tu-
ple. This companion tuple is a tuple with p elements, where each element 0 < 7 < p
is given as |A(H)[i]|, the number of elements of the i-th aspect. Further details re-
garding the construction and usage of the companion tuple of a MAG can be found
in [Wehmuth et al. 2017].

2.1. MAG sub-determination

A MAG sub-determination is a generalization of the aggregation applied to high order
networks, in which layers or time instants can be aggregated, resulting in a traditional
graph. Since a high order network can be represented by a MAG with 2 or more aspects,
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a sub-determination can be performed in more ways than the classic aggregation. The for-
mal definition of MAG sub-determination can be found in [Wehmuth et al. 2016]. As an
example, consider a MAG with two aspects, where the first aspect is a set of geographic
localities and the second aspect is a set of layers. Such structure could be used, for in-
stance, to represent a multi-modal urban transportation system, where the layers represent
the distinct transportation modes (e.g. Bus, Subway, Ferry) and geographic location rep-
resent the stations. A possible sub-determination of such MAG, can be the aggregation
upon the stations, which is a classic directed graph.

3. Centralities in high order networks

In graph theory and network analysis, a centrality can be understood as an indicator of
the relative importance of the vertices or edges on the graph under analysis. Formally, it
follows that for a given graph G' = (V, E), a vertex centrality C, can be seen as a function
from the set of vertices of a graph to a set of nonnegative real numbers, i.e.

C, : V(G) - R* J{o}, 4)

where V(G) is the vertex set of the graph G. Note that Function 4 induces a linear
order relation upon its domain, which can, in turn, be understood as a centrality notion.
The adopted centrality function should then properly reflect the kind of vertex relative
importance to be expressed by the centrality notion. Similarly, edge centralities may be
defined to reflect the relative importance of an edge.

For instance, the vertex betweenness centrality [Freeman 1977] is defined as

Colr) = Y &) )

$,teV(Q) U(S’ t)

where V' (G) is the the vertex set of the graph G, s,t € V(G) are vertices of the graph
G, v € V(@) is the vertex for which the centrality is calculated, o (s, t) is the number of
shortest paths connecting vertices s and ¢, and o(s,t/v) is the number of shortest paths
from s to ¢ which pass through vertex v. If calculated for each v € V(G), Equation 5 can
be seen as a possible implementation of Function 4.

3.1. Extending the centrality notion to MAGs

The evaluation of edge centralities in a MAG can be done in a straightforward way using
the MAG full representation. Since this representation is a traditional directed graph in
which the vertices are a subset of the composite vertices set and it carries all the edges of
the MAG, it thus preserves the topological properties (i.e., their adjacency properties). It
follows that edge centralities can be computed using the same methods applied to tradi-
tional directed graphs.

However, the evaluation of vertex centralities in MAGs is more complex than
in a traditional graph. The first difference to be considered is that a MAG can be
sub-determined and at the limit any aspect element can become a vertex. Never-
theless, the full representation of a MAG, which is shown to be isomorphic to the
MAG [Wehmuth et al. 2016], is a directed graph. Hence, vertex centralities in a MAG
can be defined in terms of the composite vertices present on the MAG, as well as, in
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terms of any sub-determination of the composite vertices. Moreover, it is possible to find
the shortest paths necessary for centrality calculation in the MAG full representation and
performing the sub-determination in a later step. This assures that only the paths present
in the full MAG representation will be considered in the centrality calculation, leading to
the conclusion that the additional paths created by the sub-determination process will not
be considered in the calculation.

4. Conclusion

In this paper, we discuss the implementation of shortest path based centralities for MAGs.
Since MAGs are isomorphic to directed graphs added with a tuple, it follows that well-
known centrality algorithms can be adapted for the MAG environment. Further, due to the
structure of MAGs, it follows that centralities can also be calculated in sub-determined
form. We show that the sub-determined centrality algorithms use only valid paths present
on the MAG, making them different from using the traditional (not sub-determined) algo-
rithm upon a sub-determined MAG.

As with the well-known centrality algorithms for directed graphs, MAG central-
ity algorithms can be adapted in various ways, such as different distance definitions, re-
stricted ranges, weighted graphs, and so on. We also show that these adaptations can
be ported to MAG algorithms in a similar way as the traditional algorithms themselves
are adapted for the MAG environment. Finally, as an additional contribution, we make a
python implementation of the algorithms discussed in this paper publicly available.!
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Abstract. In this paper, we discuss the feasibility of applying the envy-free pri-
cing problem as strategy in modeling the sale of tickets for sporting events. A
mathematical formulation in integer nonlinear programming of the problem is
proposed, where assumes that the products have different price ranges, that the
customers’ valuations of the products are given by reservation prices, that con-
sumers are grouped into segments, that the supply of each product is limited,
that consumers can claim several units of the same product and also that there
is no price difference for the same product. The goal is to maximize the seller’s
revenue, but in a way that there is buyers’ satisfaction. Preliminary computati-
onal experiments demonstrate the viability of the proposed formulation.

Resumo. Neste trabalho, se analisa a viabilidade de aplicacdo do problema
da precificacdo livre de inveja como estratégia na modelagem da venda de in-
gressos para eventos esportivos. Uma formula¢do matemdtica em programagdo
ndo-linear inteira do problema é proposta, onde se assume que as valoracoes
dos produtos atribuidas pelos consumidores se ddo pelos precos de reserva, que
a oferta de cada produto é limitada, que os consumidores podem pleitear vdrias
unidades de um mesmo produto e, também, que ndo hd diferenca de precos
para um mesmo produto. O objetivo é maximizar o lucro do vendedor, mas de
maneira que haja satisfacdo dos compradores. Experimentos computacionais
preliminares demonstram a viabilidade da formulacdo proposta.

1 - Introducao

As mudangas repentinas que vém ocorrendo no mercado apresentam desafios as com-
panhias exigindo destas a elabora¢do de novas ideias inovadoras e produtivas a fim de
manter a competitividade e a rentabilidade. Um segmento que encontra-se no bojo das
discussdes de mercado na atualidade € a industria de entretenimento esportivo, que mo-
vimenta bilhdes de dolares anualmente. No processo de obtencdo de uma estimativa do
volume de movimentacdo financeira deste segmento, uma série de fatores sao levados
em conta, como a venda de ingressos, produtos e artigos esportivos, acordos de trans-
missdo, patrocinios, entre outros. Os resultados apresentados neste artigo t€ém como foco
o aspecto da venda de ingressos, que € a mais tradicional fonte de renda na industria do
esporte.

Motivado pela realizacio do maior evento esportivo deste ano, a Copa do
Mundo da Rissia de 2018, este trabalho visa apresentar uma formulacao matemaética em
programagdo ndo-linear inteira mista do problema da precificacdo livre de inveja aplicada
a venda de ingressos de jogos de futebol.
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Para se alcancar este objetivo, primeiramente serd apresentado o problema da
precificagdo livre de inveja na venda de ingressos esportivos. Em seguida, serd feita uma
formulacao MINLP (Mixed-Integer Nonlinear Programming) seguido de uma proposta
de linearizac@o para o caso hipotético da venda de ingressos para a Copa do Mundo da
Russia 2018. Por fim, serdo apresentados e discutidos resultados de algumas simulacdes.

2 - O problema da precificacao livre de inveja na venda de ingressos
esportivos

No problema da precificacao livre de inveja [Guruswami et al. 2005], considera-se como
dados de entrada um conjunto de consumidores, um conjunto de produtos e uma valoragao
atribuida a cada produto por cada consumidor, produzindo como saidas uma precificacao
e uma alocacao livres de inveja, ou seja, ao final espera-se que cada comprador esteja tao
satisfeito com a alocag¢do atribuida a ele quanto qualquer outra, levando em consideracao a
utilidade de cada produto para cada comprador. De maneira formal, tem-se como entrada
um conjunto I = {1,...,m} de compradores, um conjunto J = {1,...n} de produtos e
uma valoragdo v € IR"" em que v;; € a valoragdo atribuida pelo consumidor ¢ ao produto
J. As saidas sdo uma precificagdo 7 € IR”, em que 7; € o pre¢o do produto j € uma

alocagdo X € {0,1}"*™ em que z;; = 1 se o consumidor 7 compra o produto j e x;; = 0,
m n

caso contrario. Assim, a receita total do vendedor € dada por Z Z x;;T; € 0 problema
i=1 j=1

busca maximizar esta receita, respeitando a satisfacdo dos compradores (no sentido da

compra livre de inveja), dada pela ndo negatividade (ou excedente) do comprador ¢ para

o produto j: e;; = v;; — m; > 0.

3 - O caso hipotético da venda de ingressos para a Copa do Mundo da Russia
2018

3.1 - Formulacao MINLP

Para fins de motivacdo e desenvolvimento de um protétipo, suponhamos que a empresa
responsdvel pelo evento quer vender ingressos para uma partida entre duas selecoes. Uma
proposta de modelagem matematica para este fim pode levar em consideragdo os seguintes
aspectos: faixas de preco (os ingressos sao tipificados e valorizados de acordo com a pro-
ximidade e visibilidade dos assentos em relagdo ao campo); determinagao de valoragdes (a
empresa recorre a andlises de mercado que observam o comportamento de compra de po-
tenciais consumidores, estimando as valoragdes que os consumidores atribuem aos varios
tipos de ingresso como sendo os precos de reserva [Farris et al. 2012]); segmentos de
consumidores (consumidores com comportamentos de compra semelhantes sdo agrupa-
dos em segmentos); demanda multipla (os consumidores estdo dispostos a adquirir varias
unidades de um mesmo tipo de ingresso); oferta limitada (existe um nimero maximo de
unidades disponiveis para cada tipo de ingresso, de acordo com a lotagdo maxima do
estddio); preco ndo diferenciado (consumidores que desejam o mesmo tipo de ingresso
pagam o mesmo preco por ele); compra livre de inveja (cada consumidor se sente pelo
menos tao feliz com a alocacdo atribuida a ele quanto com qualquer outra, considerando
a precificacdo escolhida).

Feitas estas consideragdes, um modelo matemadtico que maximiza a receita da em-
presa ao mesmo tempo que satisfaz o desejo dos consumidores (no sentido da precificagao
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livre de inveja) é:

m n
max E E Nimijcz’jﬂ-j

i=1 j=1

S. a. injcl-j < Uj, VJ eJ
i=1
ZN’ixijcij < er, \V/] eJ
i=1
(Tij — Wj)xz‘j Z (Tik + 52)171] — Tk, \V/Z € ], \V/]7 k € J, j 7é k
(Tij — Wj)xl‘j Z 0, \4) € I, VL] eJ
Ty > O, VJ eJ
T4 € {0,1}, ViEI, VJEJ

em que: I = {1,...,m}, é o conjunto de segmentos de consumidores; NV; € o niimero
de consumidores do segmento i; J = {1,...,n} é o conjunto de tipos de ingresso; u;
€ o numero de unidades disponiveis do tipo j para cada consumidor; 7j € o total de
ingressos do tipo j disponiveis; r;; € a valora¢@o (prego de reserva) que os consumidores
do segmento 7 atribuem ao ingresso do tipo j; ¢;; € o numero unidades do tipo j que 0s
consumidores do segmento ¢ desejam; 7; € o preco a ser determinado para o ingresso do
tipo j; 0; € um pardmetro que determina o desempate nos casos em que consumidores
possuem mesma utilidade mdxima para produtos diferentes [Shioda et al. 2011]; z;; €
a variavel de decisdo que determinard se os consumidores do segmento ¢ adquirirdo o
ingresso do tipo j.

3.2 - Proposta de linearizacao

A fim de linearizar o modelo acima, serd introduzida uma varidvel auxiliar continua p
tal que p;; = m;, se x;; = 1, e p;; = 0 caso contrério, e serd considerado também
7; = max;{r;; }. Assim, o modelo linear correspondente é:

max in: zn: Nicijpij

i=1 j=1

m
S. a. injcij S Uy, VJ eJ
i=1
m
ZNixijCij S 7}, VJ eJ
i=1

Z(Tijxij _p”LJ> (Tik + 51)(2 ZL’ij> — Tk, Vi € ], Vk e J
j#k J#k

Tijli; — Dij Z 07 \V/iej, VJEJ
pij > mi—T1;(1—wy),Viel VjelJ
piy < mj,Viel VjeJ
s Pij > 0, VJGJ
r; € {0,1},Viel, VjeJ

4 - Resultados e discussao

Os resultados preliminares obtidos indicam a viabilidade da formulagdo, suportados por
experimentos computacionais usando o solver GLPK v. 4.57.
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Em um cendrio hipotético, considerou-se um conjunto de oito segmentos de con-
sumidores e quatro tipos de ingresso, sendo que a disponibilidade de todos os tipos era de
duas unidades por consumidor, com ¢;; = 1 Vi < 4ec;; = 2 Vi > 5, N; = 10.000 Vs,
0; = 40 Ve, T; = 10.000 V5 < 3 e Ty = 20.000. Ao final da simulacdo, a receita do ven-
dedor foi de $38.900.000, o que verifica a maximizagdo da receita observada a condigdo
livre de inveja para os compradores, como mostram as Figuras 1 e 2.

Figura 1. Valoracoées.

0.0 0 0 0 0 O

710
920 wgo I
OROINO
Figura 2. Alocacao e precificacao.

5 - Conclusoes

Neste trabalho foram apresentados os resultados iniciais da aplicagdo de um modelo
de precificacdo livre de inveja no ambito da inddstria de entretenimento esportivo. Em
andamento, estd sendo feita uma andlise de sensibilidade dos pardmetros envolvidos e
definindo-se instancias maiores para testes computacionais robustos. Com base nos ex-
perimentos iniciais realizados, percebe-se que para um consumidor ¢ que deseja n copias
de um item, sendo que a disponibilidade de unidades do item € menor que n, esse con-
sumidor fica sem ser atendido, o que parece ser algo similar ao problema de precificacao
livre de inveja com objetivo tnico [Cheung and Swamy 2008]. Dessa forma, pretende-
mos elaborar formulacdes em que estes clientes possam ter suas demandas parcialmente
aceitas.
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Abstract. Let D be a digraph and k be a positive integer. Linial (1981) conjec-
tured that the k-norm of a k-minimum path partition of a digraph D is at most
max{) . |C|: C is a partial k-coloring of D}. Berge (1982) conjectured
that every k-minimum path partition contains a partial k-coloring orthogonal
to it. It is well known that Berge’s Conjecture implies Linial’s Conjecture. In
this work, we verify Berge’s Conjecture, and consequently Linial’s Conjecture,
for locally in-semicomplete digraphs and k-minimum path partitions containing
only two paths. Moreover, we verify a conjecture related to Berge’s and Linial’s
Conjectures for locally in-semicomplete digraphs.

1. Introduction

Given a digraph D, we denote its vertex set by V(D) and its arc set by A(D). A path
partition P of a digraph D is a collection of paths such that {V(P): P € P} is a
partition of V(D). Given a positive integer k, the k-norm of P, denoted by |P|, is
> pep min{|V(P)|, k}. We say that P is k-minimum if |P|, < |P’|; for every path par-
tition P’ of D, and we denote by 74 (D) the k-norm of a k-minimum path partition of D.
A partial k-coloring C of D is a collection of stable sets such that C is a packing of V(D)
and |C| < k. Let ai(D) = max{> . |C|: C is a partial k-coloring of D}. In 1981,
Linial [Linial 1981] proposed Conjecture 1 which extends the classical result of Gallai
and Milgram (see [Hartman 2006]) that says that the size of a minimum path partition of
a digraph is at most its stability number.

Conjecture 1 (Linial, 1981) If D is a digraph and k € 7, then m,(D) < ay(D).

A path partition P of a digraph D and a partial k-coloring C of D are orthog-
onal if each P € P meets min{|V(P)|, k} stable sets in C. In an attempt to unify
the proof of Gallai and Milgram’s result with another classical result in graph theory
(see [Berge 1997]), Berge [Berge 1982] proposed Conjecture 2. It is known that this con-
jecture implies Conjecture 1 (see [Hartman 2006]).

Conjecture 2 (Berge, 1982) Let D be a digraph and k € Z*. If P is a k-minimum path
partition of D, then there exists a partial k-coloring of D orthogonal to P.

*O. Lee was partially supported by CNPq (Proc. 311373/2015-1) and FAPESP (Proc. 2015/11937-9). C.
N. Lintzmayer was supported by FAPESP (Proc. 2016/14132-4). M. Sambinelli was partially supported by
CNPq (Proc. 141216/2016-6) and FAPESP (Proc. 2017/23623-4). E-mails: candida@ufscar.br (C.
N. da Silva), lee@Qic.unicamp.br (O. Lee), carla.negri@Qufabc.edu.br (C. N. Lintzmayer),
msambinelli@ic.unicamp.br (M. Sambinelli).
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Conjectures 1 and 2 remain open, but they were verified for some particular
cases. Conjecture 2, and hence Conjecture 1, was verified for & = 1 [Linial 1978],
k = 2 [Berger and Hartman 2008], & > A — 3 (where A\ is the order of a longest
path) [Herskovics 2016], when all the paths from the A-minimum path partition have
order at most k£ [Berge 1982] or at least k£ [Aharoni and Hartman 1993], acyclic di-
graphs [Aharoni et al. 1985], and bipartite digraphs [Berge 1982]. Moreover, Conjec-
ture 1 was verified for a superclass of split digraphs [Sambinelli et al. 2017].

Let D be a digraph and £ be a positive integer. A path k-pack P of D is a collec-
tion of paths such that {V(P): P € P} is a packing of V(D) and |P| < k. The weight
of P, denoted by ||P||,is > pep |V (P)|, and we say that P is maximum if ||P|| > ||P’||
for every path k-pack P’ of D. A coloring C of D is a collection of stable sets such that
C is a partition of V(D). A path k-pack P and a coloring C are orthogonal if each stable
set C' € C meets min{|C|, k} paths in P. As a generalization for a conjecture related
to Conjecture 1, Aharoni, Hartman, and Hoffman [Aharoni et al. 1985] proposed Con-
jecture 3 — to understand the relationship among these conjectures, see [Hartman 2006].
Conjecture 3 was verified for £ = 1 [Gallai 1968], when the maximum path k-pack has at
least one trivial path [Hartman et al. 1994], bipartite digraphs [Hartman et al. 1994], and
acyclic digraphs [Aharoni et al. 1985].

Conjecture 3 (Aharoni, Hartman, and Hoffman, 1985) Let D be a digraph and k €
Z*. If P is a maximum path k-pack of D, then there is a coloring of D orthogonal to P.

A digraph D is semicomplete if V(D) is a clique, and it is in-semicomplete
if, for every vertex v € V(D), the set {u: uwv € A(D)} is a clique. Note that
out-trees, cycles, and semicomplete digraphs are all in-semicomplete digraphs. In-
semicomplete digraphs have been well studied in literature [Guo and Volkmann 1994,
Bang-Jensen et al. 1997] and have been used as a particular case to confirm open con-
jectures on digraphs [Bang-Jensen et al. 2006, Galeana-Sanchez and Gomez 2008]. The
contributions of this work are the following theorems.

Theorem 1 If P is a k-minimal path partition of an in-semicomplete digraph D, then
there exists a partial k-coloring of D orthogonal to P.

Theorem 2 If P is a maximum path k-pack of an in-semicomplete digraph D, then there
exists a coloring of D orthogonal to P.

Theorem 3 Let D be a digraph and let k be a positive integer. If P = {Py, P2} is a
k-minimum path partition of D, then there exists a partial k-coloring orthogonal to P.

Theorems 1 and 3 confirm, respectively, Conjecture 2 for in-semicomplete di-
graphs and for £-minimum path partitions containing only two paths. Theorem 2 confirms
Conjecture 3 for in-semicomplete digraphs.

2. Brief outline of the proofs of Theorems 1 and 2

Our proofs for both theorems use induction and follow similar ideas. One impor-
tant structure that they rely on is the following characterization of in-semicomplete di-
graphs [Bang-Jensen and Gutin 2009]. Given a collection of paths P, the set of terminal
vertices of paths in P is denote by ter(P), i.e., ter(P) = {v;: vivg---v, = P € P}.
Theorem 4 (Bang-Jensen and Gutin, 2009) A digraph D is in-semicomplete if, and
only if, for every vertex v and every pair of internally vertex-disjoint paths P and ()
ending at v, there exists a path R ending at v such that V(R) = V(P) U V(Q).
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2.1. Theorem 1

Let D be an in-semicomplete digraph, let £ be a positive integer, and let P be a path
partition of D. Our proof consists in showing that (i) there exists a partial k-coloring of
D orthogonal to P; or (ii) there exists a path partition B of D such that |B|; < |P|; and
ter(B) C ter(P). We start our proof by showing that if (ii) does not hold, then there
exists a path partition Q such that |Q|; = |P|, ter(Q) C ter(P), ter(Q) is stable, and
every partial k-coloring orthogonal to Q is also orthogonal to P. Our proof for such
result follows by induction on the number of paths in P with order smaller than k. This
reduces the problem of proving the result for P to the problem of proving it for Q. The
remaining proof follows by induction of k. If & = 1, then the stable set ter(Q) is a partial
1-coloring orthogonal to @, and to P, and the result follows. Otherwise, k£ > 1 and let
D'= D —ter(Q) and Q" = {Q1: Qiu = Q € Q}. Note that D’ is an in-semicomplete
digraph and that Q' is a path partition of D’. By the induction hypothesis applied to D’,
@', and k — 1, there exists (a) a partial (k — 1)-coloring C of D’ orthogonal to Q', or (b)
a path partition R’ of D’ such that |R/|,_; < |Q'[x—1 and ter(R’) C ter(Q’). If (a) holds,
then C U {ter(Q)} is a partial k-coloring orthogonal to Q and (i) holds. So we assume
that (b) holds and, with the help of Theorem 4, we show how to build a path partition of
D satisfying (ii) from Q'.

2.2. Theorem 2

Let D be an in-semicomplete digraph, let k£ be a positive integer, and let P be a path k-
pack of D. Our proof consists in showing that (i) there exists a coloring of D orthogonal
to P, or (ii) there exists a path k-pack B of D such that ||B|| = ||P|| + 1 and ter(B) C
ter(P) UV p, where Vp = V(D) \ UpepV (P). Our proof follows by induction on |V 5.
If Vip = (), then the coloring {{v}: v € V(D)} is orthogonal to P and (i) holds. Thus,
we may assume Vp # (). Let w be a vertex in Vp and let @ = P U {w}. If |Q| < k, then
B = Q satisfies (ii) and the result follows. Thus we may assume that |Q| > k, and, in this
case, |Q| = k + 1 and |P| = k, since |P| < k. Let S C Vp be a maximum stable set in
D[V p] andlet Z = ter(P)US. We can prove that Z is a stable set of D. Let D' = D — Z,
and let P’ = {P": P'u = P € P}. Note that D' is an in-semicomplete digraph, P’ is a
path k-pack of D', ||P'|| = ||P|| — k, and V', C Vp. By the induction hypothesis applied
to D' and P’ we have (a) there exists a coloring C of D’ orthogonal to P’, or (b) there
exists a path k-pack Q' of D’ such that ||Q'|| = ||P’|| + 1 and ter(Q’) C ter(P’) U V/p.
If (a) holds, then C U {Z} is a coloring of D orthogonal to PP and (i) holds. So we assume
that (b) holds and, with the help of Theorem 4 and Hall’s theorem, we show how to extend
the path k-pack Q' to a path k-pack of D that satisfies (ii).

3. Brief outline of the proof of Theorem 3

Let D be a digraph, let k be a positive integer, and let P = { P;, P,} be a k-minimum path
partition of D. Let P, = ujus - - - ug and let Po = vyvy - - - v,.. Ifeither £, < kor l,r > Kk,
then there exists a partial k-coloring orthogonal to P and the result follows [Berge 1982,
Aharoni and Hartman 1993]. Thus we may assume, without loss of generality, that ¢ > k
and r < k, and hence |P|, = k + r. We can prove that P, is a longest path of D. Let
X =V(P),Y =V(P), and G be the { X, Y} bipartite graph defined by V (G) = X UY
and E(G) = {w: v € X,v € Y, and u and v are not adjacent in D}. Using Hall’s
theorem, we can show that there exists a matching M in G covering the vertices of X,
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otherwise P, would not be a longest path in D. Given a vertex v € X, we write M (v) to
denote the vertex in Y = V' (P;) matched to v in M. By the construction of G, v and M (v)
are non-adjacent. Let S; = {{u, M (u)}: v € X}, and let S, be a set of k — r vertices of
Py not matched by M. Thus, S; U {{u}: u € S,} is a partial k-coloring orthogonal to P.
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Abstract. Golumbic, Lipshteyn e Stern have defined in 2009 the EPG graphs, a
intersection graph class based on edge intersection of paths on a grid. An EPG
graph G is a graph that admits a representation scheme where its vertices are
represented by paths on a grid (), such that two vertices of G are adjacent if
and only if their corresponding paths in () have a common edge. If the paths
in (Q have at most k changes of direction (bends), we say that this is a By-
EPG representation. A collection C' of sets satisfies the Helly property when
every sub-collection of C that is pairwise intersecting has at least one common
element. In this paper we show that the problem of recognizing B1-EPG graphs
that satisfy the Helly property is NP-hard.

Resumo. Golumbic, Lipshteyn e Stern definiram em 2009 os grafos EPG, uma
classe de grafos de intersec¢do baseada na interseccdo de arestas de caminhos
em uma grade. Um grafo EPG G ¢ um grafo que admite um esquema de re-
presentacdo onde seus vértices sdo representados por caminhos de uma grade
Q, de forma que dois vértices em GG sdo adjacentes se e somente se os cami-
nhos correspondentes em () compartilham arestas. Se tais caminhos em () tem
no mdximo k mudancas de direcdo (dobras), entdo a representacdo é dita By-
EPG. Uma colecdo C' de conjuntos satisfaz a propriedade Helly quando toda
subcolecdo de C' que é mutuamente intersectante possui pelo menos um ele-
mento comum. Neste trabalho mostramos que o reconhecimento de grafos que
admitem representacdo B,-EPG satisfazendo a propriedade Helly é NP-dificil.

1. Introducao

Um grafo EPG G é um grafo que admite um esquema de representagcao onde seus vértices
sdo representados por caminhos de uma grade (), de tal forma que dois vértices em G sdo
adjacentes se e somente os caminhos correspondentes em () possuem arestas em comum.
O estudo de grafos EPG tem motivacdo pratica relacionada ao problema de layout de
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circuitos digitais, que podem ser representados como caminhos em uma grade ortogonal
retangular.

Todo grafo GG possui uma representacdo EPG, onde cada vértice v € representado
como um caminho p(v) e dois vértices u, v sdo adjacentes se e somente se p(u)Np(v) # 0,
ver [Golumbic et al. 2009]. Um grafo possui uma representacdo B;-EPG se existe uma
representacdo para o grafo na qual cada caminho tem no maximo k dobras.

A classe de grafos EPG tem sido estudada por diversos pesquisadores, atual-
mente, como [Ries 2009, Alcén et al. 2016, Cohen et al. 2014], entre outros. Essas pes-
quisas abordam com frequéncia caracterizacdes com relacdo a quantidade de dobras
na representacdo dos grafos. Com relacdo a complexidade de reconhecimento, so-
mente 3 classes de grafos EPG estdo determinadas: By-EPG [Golumbic et al. 2009],
B1-EPG [Heldt et al. 2014] e mais recentemente By-EPG [Martin Pergel 2017], sendo
somente By-EPG reconhecido em tempo polinomial, pois corresponde a classe de grafos
de intervalo, ver [Booth and Lueker 1976]. A titulo de exemplo, a Figura 1(a) esboca o
grafo (5, na Figura 1(b) € exibida uma representacdo EPG onde os caminhos ndo possuem
dobra, na Figura 1(c) uma representacdo com 1 dobra e na Figura 1(d) uma representacdo
onde todo caminho possui no maximo 2 dobras.

XS *
—_——a a b ¢
©) . : b

(a) Grafo Cs (b) Representacgdo (c) Representacdo (d) Representacao
By-EPG(Cs) B;1-EPG(Cs) By-EPG(Cs)

Figura 1. Grafo C; e algumas de suas representacées sem dobra, com 1 dobra e
com 2 dobras

Uma cole¢do C' de conjuntos satisfaz a propriedade Helly quando toda subcole¢do
de C' que é mutuamente intersectante possui pelo menos um elemento comum. A proprie-
dade Helly tem esse nome em homenagem ao grande matemaético austriaco Eduard Helly,
que em 1923 propds seu famoso teorema a respeito do relacionamento de conjuntos in-
tersectantes.

Este trabalho trata de um estudo sobre grafos de intersec¢io de arestas em grade
que possuem a propriedade Helly em sua representacao. Nossa contribui¢do € apresentar
uma prova da NP-dificuldade relacionada ao reconhecimento de grafos B,-EPG-Helly.

2. As classes B1-EPG e B1-EPG-Helly

Embora as classes B1-EPG e B;-EPG-Helly ndo coincidam, 0 mesmo ndo ocorre entre as

classes By-EPG e By-EPG-Helly que coincidem, como observado no Lema 1.
Lema 1. Toda representacdao By-EPG satisfaz a propriedade Helly.

Corolario 2. A classe de grafos By-EPG coincide com a classe By-EPG-Helly.
Definicao 3. [Golumbic et al. 2009] Dada uma colegdo de caminhos P = {py,...,ps}
de uma grade () em uma representacdio B1—EPG do grafo G, considere um sub-
grafo 4-estrela de () cujo centro estd posicionado sobre o ponto b e as arestas
(a1,b), (az,b), (as,b), (a4, b), tomadas em sentido hordrio. Define-se:
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e Uma torta verdadeira é uma 4-estrela onde cada segmento (a;,b) U (a;+1,b), para
1 <1 < 4, é um membro diferente de P, onde adicionalmente é assumido ser
modulo 4. Todos os 4 caminhos de G fazem dobra em b.

e Uma torta falsa é uma 4-estrela onde cada segmento (ay,b) U (az,b); (az,b) U
(a4,b); (ag,b) U (as,b); (az,b) U (aq,b), para 1 < i < 4, é um membro diferente
de P. Na torta falsa, somente 2 caminhos, ndo adjacentes entre si, fazem dobra
em b.

e Considerando um retangulo de qualquer tamanho com 4 cantos
(z1,11); (T2, 11); (22, Y2); (1, y2). Um quadro ou moldura é um retdngulo em que
em cada canto estd uma dobra diferente para cada membro de py,...,p, € P.
Os subcaminhos p, N pa, p2 N p3, P3 N Pg, P4 N p1, compartilham pelo menos uma
aresta. Enquanto os subcaminhos py M py e p1 N p3 ndo compartilham aresta.

— L
- m

Figura 2. Representacao B; —EPG de ciclo de tamanho 4: moldura (a esquerda),
torta verdadeira (centro) e torta falsa (direita), [Golumbic et al. 2009].

Lema 4. [Golumbic et al. 2009] Dada uma colegdo de caminhos P = {p1,...,ps} de
uma grade () em uma representacdo B1—EPG do grafo G. Todo Cy induzido em G
corresponde, em qualquer representacdo, a uma torta verdadeira, a uma torta falsa ou a
uma moldura.
Lema 5. O grafo octaedro O3 possui representacdo B1-EPG(QO3) minimal, a menos de
isomorfismos.

PA) 1,1 Pla)
C a ro| || P®)
v P(B) P(c)
b
(a) Grafo octaedro O3 (b) Representagido B1-EPG(O3)

Figura 3. Grafo octaedro O; e sua representacao B,-EPG, [Heldt et al. 2014]

Pelo Lema 5 o grafo octaedro O3, da Figura 3(a), é isomorfo, em qualquer re-
presentacdo B1-EPG minimal, a representacio da Figura 3(b). Pela Figura 3(b) podemos
observar que, por exemplo, os caminhos p(a), p(b) e p(c) formam uma estrutura que niao
satisfaz a propriedade Helly. Por essa observacdo e da informa¢do mostrada no Lema 5
segue o seguinte Coroldrio 6.

Corolario 6. A classe B1-EPG-Helly é subclasse propria de B1-EPG.
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3. O Reconhecimento de B;-EPG-Helly é NP-dificil

A prova de NP-dificuldade de reconhecimento de B; —EPG-Helly envolve uma redugao
ao problema de (1em3)-3SAT POSITIVO, similar a utilizada por [Heldt et al. 2014] para
B1-EPG. O problema relacionado € o seguinte:

RECONHECIMENTO DE GRAFOS B{-EPG-HELLY

Instancia: Um grafo G.

Determinar se existe um conjunto de caminhos de dobra simples
P ={p1,p2,...,ps} em uma grade () representando V' (G) tal que:

u,v € V(G) sdo adjacentes em G se e somente se p,, p, Sa0 intersectantes em ();
e P satisfaz a propriedade de Helly.

Objetivo:

A reducgdo codifica uma férmula F' pertencente a (1em3)-3SAT POSITIVO em
um grafo dispositivo especifico Gr. O dispositivo G forca que a construcdo de uma
representacdo B;-EPG-Helly que sé existird caso F' seja satisfativel. G € subdividido
em 3 partes: um dispositivo cldusula, para cada cldusula de F'; um dispositivo variavel,
para cada varidvel em F'; e um dispositivo base para construcdo da representacao.

Uma férmula F' pertencente a (1em3)-3SAT POSITIVO é€ satisfativel se e somente
se existir uma H-B;-EPG(G ), onde G € um dispositivo construido apropriadamente a
partir de F'.
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Abstract. In this paper, we investigate under what conditions a graph K,,
belongs to the class ORTH[3, 3, t] introduced by [Jamison and Mulder 2000].
We show that K, 4 ¢ ORTH][3, 3, 4], corroborating a conjecture of Jamison and
Mulder in [Jamison and Mulder 2005]. The main result of this work is the proof
of the existence of a graph G C K,,,, and G € ORTH|[3,3,2n — 3], if nis a
power of 2 and n > 4.

Resumo. Neste trabalho, nds investigamos sob quais condig¢bes um grafo K, ,,
pertence a classe ORTH|[3, 3, t] introduzida por [Jamison and Mulder 2000].
Mostramos que K, ¢ ORTHI3, 3, 4], corroborando uma conjectura de Jami-
son e Mulder em [Jamison and Mulder 2005]. O principal resultado deste tra-
balho é a prova da existéncia de um grafo G C K,,,, e G € ORTH[3,3,2n—3],
se n é uma poténcia de 2 e n > 4.

1. Introducao

Uma (h, s, t)-representagdo de um grafo G [Jamison and Mulder 2000] consiste em re-
presentar G como grafo de interse¢do de subarvores, de grau maximo s, com s < h,
de uma arvore hospedeira 7' de grau méaximo h, tal que dois vértices sdo adjacentes
em (G se e somente se as suas subarvores tém interse¢cdo de tamanho pelo menos ¢,
ou seja, compartilham no minimo ¢ nés em 7. Denotamos por [h,s,t] a classe de
grafos que admitem uma (h, s, t)-representacdo. Um grafo G é ORTHIA, s, | se pos-
sui uma (h, s,t)-representagcdo ortodoxa. Isto é, uma (h, s,t)-representacdo de G na
qual cada uma das subarvores que representam os vértices de GG s@o tais que suas folhas
também sao folhas da arvore hospedeira 7', e duas subdrvore compartilham uma folha
se e somente se os vértices correspondentes sdo adjacentes em G. As classes [h, s, t]
e ORTH[A, s,t] ja sdo estudadas hd algum tempo. Os grafos da classe oo, 00, 1] sdo
grafos de intersecdo de subdrvores, e em 1974 Gavril [Gavril 1974] mostrou que esta
classe corresponde a familia dos grafos cordais. Por outro lado, a classe |00, 00, 2] in-
clui todos os grafo, uma vez que é possivel representar um grafo arbitrario G como
um grafo de intersecdo de subestrelas de uma estrela. A estrela consiste de um
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vértice central ¢ e um vértice para cada aresta de F(G). Cada vértice v € V(G)
corresponde a uma estrela de centro ¢ e os vértices correspondentes as arestas que
incidem em v [Jacobson et al. 1991, Teorema 2.1]. Em [Jamison and Mulder 2000,
Jamison and Mulder 2005], os autores atribuem a [McMorris and Scheinerman 1991] o
resultado |00, 00,1] = ORTH][3,3,1] = ORTH][3,3,2]. As classes [0, 2,1] e [00, 2, 2]
que coincidem, respectivamente, com grafos VPT e grafos EPT foram bastante estudas em
[Golumbic and Jamison 1985b, Golumbic and Jamison 1985a]. Golumbic, Lipshteyn, e
Stern [Golumbic et al. 2008] estudaram em detalhes as classes [h, 2, t] e ORTH[h, 2, ], e
mostraram que ORTH|[oo, 2, 1] = ORTH]3, 2, 1] = ORTH][3, 2, 2], e que ORTH |00, 2, 1]
¢ uma subclasse propria de ORTH[oo,2,2]. Neste trabalho os autores perguntam se
ORTH[oo,2,t] e ORTH[3,2,¢] coincidem. Em [Bornstein et al. 2017], foi mostrado
que ORTH][oo, 2,t] e ORTH][3, 2, ¢] ndo coincidem e foi exibido um conjunto infinito
de grafos que pertencem a ORTH[oo,2,¢] e ndo pertencem a ORTH[3,2,¢{]. Em
[Jamison and Mulder 2000], os autores estudam detalhadamente as classes [3,3,t] e
ORTH]J3, 3,t]. Eles mostram que [00,00,1] = [3,3,1] = ORTHI[3,3,1] = [3,3,2] =
ORTH]J3, 3,2]. Além disso, a Conjectura 1 é apresentada juntamente com uma questio
Qual o menor valor de t tal que K, ,, € [3,3,t] ? Nosso trabalho exibe na Sec¢do 2 a prova
que K44 ¢ ORTH]3, 3, 4] que corrobora a Conjectura 1. Na Se¢do 3 provamos que um
grafo G C K,,,, € ORTH]J3, 3, 2n — 3] para n poténcia de 2 maior ou igual a 4.
Conjectura 1. Para n > 3, o grafo K,,,, tem uma representacdo (3, 3,n)-fiel, mas ndo
tem uma representacdo (3, 3, n)-ortodoxa ou uma representagdo (3,3,t), comt < n.

2. Knn ¢ ORTH[3,3, 7]

Nesta se¢do mostramos que o grafo K4 ndo pertence a classe ORTH[3, 3,4], o que
reforca a Conjectura 1.

Teorema 2. O grafo K,4 ¢ ORTH][3, 3, 4].

Prova. Considere o grafo G = K, 4 com partes £ = {a,b,c,d} e N = {1,2,3,4}.
Suponha que K4, € ORTHI3,3,4] e que (T, S) seja sua representagdo. Cada vértice
v € V(@) corresponde a uma subérvore S, € S. Considere S C S o conjunto das
subdrvores que correspondem a vértices de £ e Sy C S o conjunto das subdrvores que
correspondem a vértices de /. Como a representacéo € ortodoxa a drvore hospedeira T
deve possuir, no minimo, |£xN| = 16 folhas. Para facilitar vamos dividir nossa prova em
trés casos. Caso 1: em (7, S), a distincia entre duas subarvores de Sy, digamos S; e .Ss,
¢ maior ou igual a 2 (duas arestas). Neste caso, existe um caminho mais curto P entre S; e
Sy, com |P| > 3 (n6s). Sejamx = PNSy, z = PNSy;eyumndde Ptal que y ¢ S1USs.
Obrigatoriamente, as quatro subarvores de S, compartilham todos os nés de P. Assim,
|P| > 4, implica uma interse¢do proibida entre subdrvores de S;. Se |P| = 3, como duas
subarvores quaisquer de S; nao podem compartilhar folhas, , e 7" possui grau maximo 3,
existe um n6 =’ ¢ P, que é compartilhado por a0 menos duas subarvores de S;. Entdo,
existem duas subdrvores de S, cuja interse¢do tem tamanho 4, o que ndo é permitido
nesta representacdo. Caso 2: a distancia entre duas subarvores de Sy, digamos S; e So,
¢ igual a 1. Considere a aresta xy onde x € S; e y € S,. Obrigatoriamente, as quatro
subarvores de S compartilham xy. Sejam T, e T}, subdrvores de T'— xy com raizes = e y,
respectivamente. Duas subarvores de S ndao podem compartilhar um né de nivel maior
que 2 em 7}, ou T}, caso contrario a intersecdo entre elas serd maior que 3, o que produz
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A2 C3
B2 B3
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Figure 1. Construcao da representacéo do K, , a partir da construcdo do K,, /5 ,, /-

uma adjacéncia proibida. Duas subdrvores de S)yr nao podem compartilhar um né de
nivel maior que 3 em 7T, ou T}, caso contrario existira interse¢do de tamanho 4. Em uma
representacdo ortodoxa todos os nds internos de 7' sdo compartilhados por pelo menos
duas subdrvores da mesma parte. Entdo, todos os nds de nivel 4 sdo folhas. Como ja
vimos anteriormente, 7' possui no minimo 16 folhas. Sendo assim, a subarvore 7, possui
4 nés internos de nivel 3, os quais devem ser compartilhados por pares de subdrvores de
Sy. Em T, as trés subarvores S;, S5 e Sy de Syr, compartilham o né z, caso contrario
a distancia até S, seria maior que 1. Cada par de subdrvores de Sy compartilha apenas
um n6 no nivel 3. Como em 7, temos quatro nds de nivel 3 e apenas os trés pares (.5153),
(S154) e (S55,) ndo € possivel construir esta representagdo. Caso 3: a distancia entre
duas subdrvores quaisquer de S € zero, ou seja, todas as subarvores de S compartilham
um né x. O nivel de um né v é a quantidade de nés do caminho entre = € v. Como
todo no interno € compartilhado por pelo menos duas subdrvores da mesma parte, nao
podemos ter nds internos com nivel maior que 3. Sendo assim, todos os nos de nivel 4 sdo
folhas. Como o grau maximo de 7" € 3, a quantidade méxima de folhas nesta arvore é 12.
Entretanto, sdo necessdrias no minimo 16 folhas para construir a representacdo. Logo,
ndo € possivel construir uma representacio (3, 3, 4)-ortodoxa para um K 4. [

3. Knn € ORTH[3,3,1]

Nesta secdo, apresentamos um valor para ¢ tal que existe um grafo G C K, , que
pertence a classe ORTH][3, 3,¢]. Para simplificar, consideramos que duas subérvores
que compartilham uma mesma folha possuem entre si interse¢cdo minima de tamanho
t. A Figura 1(a) é uma representagio (3, 3, 3)-ortodoxa (7, S) de um grafo G = K.
Considere em G duas partes £ = {A, B} e N' = {1,2}. Cada vértice i € V(G) estd
associado a uma subérvore S; € S. Cada subarvore 5; € gerada pelas folhas que possuem
¢ em seu rétulo, ou seja, é formada pela unido destas folhas e os caminhos entre elas.
A Figura 1(b) é uma representacdo (3,3, 5)-ortodoxa (7, S) de um grafo H = K, 4.
Considere em H duas partes £L = {A,B,C,D} e N = {1,2,3,4}. Observe que a
representacdo (7', S) de H é composta por uma aresta zy, chamada aresta central, dois
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noés x’, 2" adjacentes a = e dois nds ¢, y” adjacentes a y. Cada um dos nés 2/, 2", y' e v’
¢ raiz da subdrvore bindria X', X”, Y’ e Y, respectivamente. Repare que a subarvore
X' é exatamente a representacdo de um K5, com sua aresta central subdividida pelo
né z’. As demais subédrvores X”, Y’ e Y sdo construidas de forma andloga. Seguindo
este esquema, construimos uma representacao (3, 3, 2n — 3)-ortodoxa de um grafo K, ,,,
baseado na representagdo de K, /2 1, /2.

Teorema 3. Seja n > 4 uma poténcia de 2. Entdo existe G C K,, e G €
ORTH]|3,3,2n — 3.

Prova. Sejam L = {ay,...,a,} e N = {by, ..., b, } as partes da biparti¢do de K, . Con-
sidere £, e L, dois subconjuntos disjuntos de £, cada um com n /2 vértices, e N7 e N3
dois subconjuntos disjuntos de A/, cada um com n/2 vértices. Considere uma aresta cen-
tral xy e quatro nés 2/, z”, y' e y” conforme a Figura 1(c). Cada um dos nés 2/, z”, i/’ e y”
€ raiz da subarvore binaria X', X", Y’ e Y, respectivamente. Cada uma das subérvores
X', X", Y"eY" é uma representacdo (3, 3,2(n/2) — 3)-ortodoxa de um K, /3 ,,/>. Como
observado na Figura 1(c), em X’ as partes do K,,/2.,/2 s30 L1 e N, em X" sdo L1 e N,
em Y’ sdo Ly e Nj, em Y” sdo Lo e N>. Na representagdo (7', S) do K, 4, Figura 1(b),
o tamanho da maior interse¢do entre subarvores da mesma parte € 4. Pela construcdo
da representacdo (7, S) de um K, ,, temos que o tamanho da maior interse¢do entre
subdrvores da mesma parte € definido pela relagdo de recorréncia [(n) = 21(n/2) + 4,
para n > 4 e poténcia de 2. Assim, o tamanho da maior intersecdo entre subarvores da
mesma parte é t = 2n — 4. Logo, G C K, , ¢ G € ORTH|[3,3,t] parat =2n —3. [
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Abstract. A graph G = (V, E) is well-covered if each maximal independent set
of G is maximum. A graph G = (V, E) is split if there is a partition V = (S, K),
where S is an independent set and K is a clique. A well-covered split graph
is at a same time well-covered and split. Given a class C of graphs, a graph
G = (V,E) is C—probe if there is a partition for V. = (N, P) into probes
P and non-probes N, where N is an independent set and new edges may be
added between non-probes such that the resulting graph is in the graph class C.
We say that (N, P) is a C probe partition for G. The C—PARTITIONED PROBE
problem consists of an input graph G and a probe partition V. = (N, P) and
the question: Is (N, P) a C—probe partition? In this paper we consider C the
class of well-covered split graphs, and we prove that C—PARTITIONED PROBE
problem belong to the polynomial problem class P.

Resumo. Um grafo G = (V, E) é bem-coberto se cada conjunto independente
maximal de G é mdximo. Um grafo G = (V, E) € split se existe uma parti¢do
V = (S, K), onde S é um conjunto independente e K é uma clique. Um grafo
split bem-coberto é, ao mesmo tempo, split e bem-coberto. Dada uma classe
C de grafos, um grafo G = (V,E) é C—probe se existe uma parti¢do para
V' = (N, P) em probes P e ndo-probes N, onde N é um conjunto independente
e novas arestas podem ser adicionadas entre ndo-probes de maneira que o grafo
resultante permaneca na classe de grafos C. Dizemos que (N, P) é uma C probe
particdo para G. O problema C—PROBE PARTICIONADO consiste de um grafo
de entrada G e uma parti¢do probe V.= (N, P) e a questdo: (N, P) é uma
C—particdo probe? Neste artigo, consideramos C como a classe dos grafos split
bem-cobertos, e provamos que o problema C—PROBE PARTICIONADO pertence
a classe de problemas polinomiais P.

Dado um grafo G = (V, E), um vértice u é adjacente a v se wv € FE(G). Dado S C V,
o conjunto Ng(u) = {Vv € V(G) : uwv € E} é chamado de vizinhanga aberta de u
em S. Denotamos N(v) a vizinhanga aberta de v em G. H é um subgrafo de G se
V(H) C V(G) e E(H) C E(G). Uma clique K C V é tal que para cada par de
vértice u,v € K, wv € E. Um conjunto independente S C G € tal que para cada
par de vértice u,v € S, uv ¢ E. Um conjunto S C V é um conjunto independente
maximal de G, se ndo ha conjunto independente de G contendo propriamente S. Um
grafo € split quando seu conjunto de vértices pode ser particionado em uma clique e um
conjunto independente. Um grafo GG € dito bem-coberto se cada conjunto independente
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maximal é mdximo. Embora o o problema de reconhecimento BEM COBERTO seja coNP-
completo [Chvatal and Slater 1993] para grafos em geral, provamos que o problema de
reconhecimento SPLIT BEM-COBERTO [Alves et al. 2016] € um problema polinomial.

Teorema 1 [Alves et al. 2016] Um grafo G é um grafo split bem-coberto se, e somente
se, admite uma particdo split bem coberta V' = (S, K) onde S é um conjunto indepen-
dente e K uma clique tal que, ou Nz € K, |Ng(z)| =0, ouVz € K, |[Ng(z)| = 1.

Os vértices u € S adjacentes a vértices v € K sdo ditos testemunhas de v. Assim,
o Teorema 1 garante, em outras palavras, que um grafo € split bem-coberto se, e somente
se admite uma particdo de V' em um conjunto independente S e uma clique K, tal que,
ou os vértices de K ndo tém testemunhas, ou cada vértice de K tem exatamente uma
testemunha. Golumbic, Kaplan e Shamir [Golumbic et al. 1995] provaram que PROBE
PARTICIONADO SPLIT € polinomial. Nesta secdo propomos um algoritmo polinomial
para o problema de decisdo PROBE PARTICIONADO SPLIT BEM-COBERTO.

PROBE PARTICIONADO SPLIT BEM-COBERTO - (PPSPLIT-WC)

INSTANCIA: Grafo G = (V, E) e uma parti¢do probe V' = (N, P), onde N é um conjunto independente
de G.

PERGUNTA: Existe um conjunto E/ C N x N tal que H = (V, E U E’) é um grafo split bem-coberto?

Teorema 2 Se a instdncia (G = (V, E), N, P) é sim para o problema PROBE PARTICIO-
NADO SPLIT, entdo G é split e uma solucdo com o grafo split bem-coberto H com parti-
¢do split bem coberta (S, K) é tal que que a partigdo split P = (Ps, Px) = (PNS, PNK)
de P é uma das O(n?) possiveis parti¢oes de P do grafo split H.

O Algoritmo 1 proposto utiliza o conceito de particdo esparso-denso proposto
por [Feder et al. 1999], precisamente no fato que existe um nimero polinomial O(n?)
de parti¢des esparso-densas (.S, K') de um grafo split. Mais ainda, uma vez conhecendo
uma, as demais podem ser encontradas em tempo polinomial. Nosso algoritmo vai olhar
para cada uma dessas particdes uma Unica vez. Assim, dada uma particao split obtida
em tempo polinomial [Golumbic 1980] para o grafo de entrada GG e, dada P = (Ps, Pk)
uma particao split esparso-densa [Feder et al. 1999] obtida a partir da parti¢ao inicial split
para (G, onde Ps é um conjunto independente e Px € uma clique de (G, observamos que
N pode ser particionado em dois conjuntos: Ng = {u € N : existe uv ¢ F tal que
v € Pgkte Nk ={u€ N :uv € F paratodov € Pk}. N6s consideramos cada um
dos possiveis casos: (Ng, Ng) = (0,0), (Ns, N) = (0,# 0), (Ns, N) = (£ 0,0),
e (Ng, Ni) = (#£ 0,# 0). A seguir, explicaremos cada um destes casos bem como as
respectivas tomadas de decisdo. Em nossa notagdo K (S), S C V significa o grafo obtido
de G[5] pela adigdo de todas as arestas entre os vértices de N N S.

Para a corretude do Algoritmo 1, vamos analisar os seguintes casos:

1. G é split bem-coberto. Caso trivial que contempla os casos: (Ng, N ) = (0, 0)
e (Ng, Ni) = (# 0,0) descritos acima. Com parti¢éo split bem coberta (Ng U
Ps, Nk U Pg) = (S, K).

2. Ny = (), Ny # 0 e Ps = (. Observe que, basta adicionar todas as arestas
possiveis entre os vértices de Nx que teremos um grafo split bem-coberto com
particdo split bem coberta (S, K) = (0, K) onde cada vértice de K tem zero
vizinhos em S.

122



Anais do III Encontro de Teoria da Computagdo (ETC)

Algoritmo 1: GRAFO SPLIT BEM-COBERTO PROBE PARTICIONADO.

Entrada: Grafo G = (V, F) tal que V = P U N, N é um conjunto independente.
Saida: Resposta SIM com grafo-split bem-coberto H = (V, EU E’), talque E' C N x N
junto com parti¢éo split bem coberta (S, K'), ou resposta NAO caso tal grafo H ndo

exista.
1 inicio
2 se G ¢ split bem-coberto entao
3 | retorna SIM — (Ng U Ps, Ni U P) = (S, K).
4 para CADA PARTICAO SPLIT DE G[P] faga
5 se Ng = () e N = () entdo
6 se G[P] é um grafo split bem-coberto entiio
7 | retorna sim — (Ps, Px) = (S, K).
8 se Ng = ) e N # () entdo
9 se Ps = () entdo
10 | retorna sim — (), N U Px) = (S, K).
1 se Pg # () entdio
12 se (N(Ps) N Pk) # () entdo
13 se (Ps, K (N U Pg)) € split bem-coberto entdo
14 | retorna siM — (Ps, N U Px) = (S, K).
15 senao
16 se Ju € (Ng\N(Ps)), tal que o grafo H = (V,E U E’),
E' ={uww:v e ((Nk\N(Ps)) U Pk)}U
{zy: z,y € N \ {v},x # y} é split bem-coberto entdo
17 retorna SIM —Onde H = (V,EU E'),
E' ={uv:ve ((Ngk\N(Ps))U Pg)}U
{oy 2,y € N\ {u}.z # g},
(87 K) = (PS' U {u}7PK U (NK\{U})
18 se (Ng # (0 e Nx = () entdo
19 se (Ps U Ng, Px) € uma particdo split bem coberta, entio
20 | retorna SIM — (Ps U N, Pk).
21 se (Ng # (e Ni # ) entdo
22 se (Ps U Ng, K(Nk U Pg)) € uma partigdo split bem coberta, entio
23 | retorna SIM — (Ns U Ps, K(Ng U Px)).
24 | retorna NAO
25 Fim.
3. Ng =0, N # 0, Ps # 0 e (N(Ps) N Px) # (). Uma vez que existe pelo me-

nos um vértice em Pg com adjacéncia em P, pelo Teorema 1, é necessdrio que
cada um dos vértices de Py tenha exatamente um vizinho em Pg. Primeiramente,
note que as testemunhas dos vértices de Py devem pertencer apenas a Pg, caso
contrério, pela definicdo de Ng, um vértice em Pj teria mais de uma testemu-
nha. Assim, apds tornarmos Ny uma clique, basta verificar se o grafo resultante
satisfaz tal condi¢do necessdria. Se o grafo resultante nao satisfizer a condi¢ao
necessdria descrita pelo Teorema 1, uma nova particao deve ser considerada.

Ng =0, N # 0, Ps # (0 e (N(Ps) N Px) = (). Como Ps ndo tem vizinhanga
em Pk e GG ndo é split bem-coberto, Ps tem vizinhanca em Ng. Neste caso,
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todos os vértices de K t€m que possuir testemunha e, como os vértices de Px nao
tém vizinhos em Pg e Ng = (), é necessdrio (e suficiente) que exista um vértice
u em Nk que servird como testemunha para os vértices de Px. Note que u €
adjacente a todos os vértices de Px. Além disso, se, eventualmente, existirem
outros vértices em Ng que ndo estdo na vizinhanca de Ps, v também servird
como testemunha para eles. Portanto, se a existéncia do vértice © em Ny for
confirmada e adicionarmos arestas entre cada par de vértices de N \ {u}, basta
verificarmos se o grafo resultante € split bem-coberto. Em caso negativo, existe
um vértice em K com mais de uma testemunha (ndo € possivel ter vértice em
K sem testemunha, por constru¢do). Observe que tais testemunhas estdo em Pk,
sendo inerentes, portanto, a particdo considerada. Logo, neste caso, uma nova
particao deve ser considerada.

5. Ng # 0, N # (. Observe que, como G ndo € split bem-coberto, em Ng U Pg
deve existir pelo menos uma testemunha para Ny U Py e, neste caso, todas as
testemunhas pertencem a Ng U Ps. Sendo assim, apés fazermos G|[Px U N
ser uma clique, resta-nos verificar se o grafo resultante € split bem-coberto. Em
caso negativo, como, por constru¢do, o grafo € split, existem vértices em K sem
testemunha ou com mais de uma testemunha. Como as arestas adicionadas nao
acrescentam testemunhas, o problema de ter mais de uma testemunha esta na par-
ticdo considerada. Se, eventualmente, um vértice de Ny ficou sem testemunha,
este problema também se deve a parti¢do, uma vez que todas as testemunhas estao
restritas ao conjunto Ng U Ps. Logo, em ambos os casos, uma nova particao deve
ser analisada.

Finalmente, checar se um grafo é split bem-coberto, toma O(m) passos, 0 passo
8 que € 0 mais custoso, toma O(nm), e o nimero de parti¢des esparso-densas é O(n?). O
que totaliza a complexidade de tempo O(n’m).
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Abstract. Gamma Deployment is a metric to evaluate the quality of service in
vehicular ad hoc networks (VANETs). Gamma Deployment Problem consists in
applying that metric to minimize the amount of RSUs deployed in a VANET. In
this work, we present a proof that the that problem is NP-Complete.

Resumo. Deposicdo Gamma é uma métrica usada para avaliar a qualidade de
servico oferecida por redes veiculares (VANETs). O Problema da Deposigcdo
Gamma consiste no emprego dessa métrica na minimizagdo de RSUs para com-
por VANETs. Neste trabalho, prova-se que esse problema é NP-Completo.

1. Introducao

Deposi¢ao Gamma (I'p (;)) (SILVA et al., 2016) é uma métrica para avaliar a qualidade
de servico de deposi¢cdes de RSUs em redes veiculares (VANETS) a partir de seu trafico
veicular. Ele disponibiliza dois parametros para o arquiteto da VANET atingir seus ob-
jetivos de projeto: o tempo de intercontato 7 e cobertura percentual minima exigida p.
Um veiculo € considerado coberto pela VANET caso ndo permaneca mais que 7 segun-
dos sem cruzar com alguma RSU. O parametro p fixa a fragdo minima de veiculos a se
cobrir. Embora I'p (;) tenha sido proposta como uma métrica, sua aplicagdo para mini-
mizar a deposi¢ao de RSUs define o Problema da Deposi¢io Gamma (PDG). Silva et al.
(2016) propuseram uma formula¢do de programacdo linear inteira e uma heuristica deter-
ministica para o PDG. Faraj et al. (2017) propdem um algoritmo memético para o PDG.
Neste trabalho, prova-se que o PDG é NP-Completo, o que era apenas uma conjectura.

2. O Problema da Deposicao Gamma

Seja um passeio 7; uma sequéncia de vértices tal que haja aresta entre cada par de vértices
consecutivos. Seja L(7;) o nimero de vértices (distintos ou nio) em 7; e seja T;[j] o
vértice na posi¢do j de 7;, j € {1,..., L(T;)}. Considere-se a operacdo de subtrair um
conjunto R de um passeio 7; como resultando em uma cole¢do de subpasseios de 7;, a
qual € obtida pela remocao em 7; de todos os elementos em R. Essa operacdo serd deno-
tada por 7; \ R, como no exemplo: (1,7,2,3,1,4,5,6,7)\{1,5} = {(7,2,3),(4),(6,7)}.

Definicdo 1 (PDG). Seja G = (V,E) um grafo e T = {11,...,T,} uma colecdo de
passeios em G. Seja I’ : T x 7% — R’ uma fungdo associando um niimero positivo a
cada etapa j de cada passeio T; € T, j € {1,..., L(T;)}. Seja T € R*, p € [0%, 100%] e
K € 77 parametros adicionais ao problema. O PDG consiste em determinar se existe ou
ndo um conjunto R C 'V tal que |R| < K e, para pelo menos uma fragdo p dos passeios
T; € T, é satisfeita a desigualdade ZL((;) F(C,c) < 7 paratodo C € T; \ R.

c=
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Para certificar a corretude de uma instancia SIM, deve-se verificar se cada C €
T; \ R satisfaz ZCL:(?) F(C,c) < 7, 0 que pode ser executado em tempo polinomial, uma
vez que |T; \ R| < L(T;) Assim, fica claro que o PDG pertence a classe NP. Silva et
al. (2016) trataram da situacdo em que G possuia topologia de grade e propuseram uma
discretizacdo simples para expressar qualquer rede rodovidria como grade. Por isso, este
trabalho d4 um enfoque especial ao Problema da Deposi¢do Gamma em Grades (PDGG).

3. As Demonstracoes

A partir do Problema da Cobertura de Arestas por Vértices em Grafos Planares com Grau
Miximo 3 (PCAVGPGM3), que é NP-Completo (GAREY; JOHNSON, 1977), seré feita
uma redugdo polinomial ao Problema da Cobertura de Caminhos por Vértices em Grades
(PCCVQ), ndo definido na literatura. Dele, faz-se uma redu¢do polinomial para o PDGG.
Seguem-se defini¢des para os problemas intermediarios utilizados nas demonstracoes.

Defini¢ao 2 (PCAVGPGM3). Dado um grafo plano G = (V, E), no qual todos os vértices
tem grau menor ou igual a 3, e um niimero inteiro positivo K, existe um conjunto R C'V

tal que todas as arestas em E tém pelo menos uma extremidade em R e |R| < K?
Definicdo 3 (PCCVG). Dada uma grade G = (V, E), uma colegcdo S de caminhos sim-

ples em G e um niimero inteiro positivo K, existe um conjunto R C 'V tal que todo
caminho P € S possua ao menos um vértice de Re |R| < K?

Lema 1. O PCCVG é NP-Completo.

Demonstra¢do. Dado um grafo plano G = (V, E) com grau maximo menor ou igual
a3ecom K € Z, busca-se construir uma grade G’', uma cole¢do de caminhos S e
um nimero K’ € Z* . Deve haver uma cobertura R de arestas por vértices em GG com
|R| < K se, e somente se, houver uma cobertura R’ dos caminhos em S por vértices, no
grafo G' = (V' E'),com |R'| < K'. Seja V- ={1,....,n} e |E| = m.

Em uma Incorpora¢do em Livro de um grafo G = (V, E), cada vértice é posto
linearmente na espinha do livro seguindo a ordem dada por Fy : V' — Z7 e cada aresta
€ atribuida a uma de suas pdginas por Fg : E — Z7 . Cada pdgina € um semiplano que
parte da espinha do livro. As arestas atribuidas a uma pagina estdo nela contidas e ndo se
tocam. Heath (1985) mostrou como incorporar qualquer grafo plano com grau maximo
menor ou igual a 3 em um livro de 2 p4ginas polinomialmente. Na primeira etapa da nossa
transformacdo, incorpora-se G em um livro de 2 paginas, como exemplifica a Figura 1.

Seja G'=(V',E’) uma grade com V'={l,...3n}x{l,...2n — 1} e E'=
{((a,b), (c,d)), Y(a,b), (c,d)eV" : (la—c|=1 A b=d) V (a=c A |b—d|=1)}. Seja H =
{B(Fv(v))—1,n),YveV(G)}CV'. Seja S={5, ..., Sy, } uma colegdo com m caminhos,
cada um deles subgrafo de G, correspondente a uma das arestas em F/(G) e com vértices
extremos contidos em H. Cada caminho de (a, b)€ H para (¢, d)€ H é construido segundo
as regras seguintes. Regra (1): Cada caminho tem uma componente vertical. Se a aresta
e€ B (@) correspondente for tal que Fz(e) é a pagina esquerda, essa componente passa
por vértices na coluna n— [b—d|

=~ Caso contrério, na coluna n+|bg—d‘. Regra (2): Se uma
pagina de veV () contiver 1 aresta, o caminho correspondente em .S tem componente
horizontal iniciada no vértice (3(fy(v))—1,n) que toca a componente vertical feita na
regra (1). Regra (3): Se uma péagina de v€V () contiver 2 ou 3 arestas, cada caminho
correspondente deixa o vértice (3(fy(v))—1,7n) em uma diregdo diferente (norte, sul ou
horizontal) com base na regra (1), evitando cruzamento. Apds passar por um vértice, o
caminho prossegue horizontalmente até encontrar a componente feita na regra (1).
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Figura 1. Incorporacao de um grafo planar com grau maximo menor ou igual a 3
em um livro de 2 paginas e subsequente transformagcao em caminhos em grade.

Sera provado que VSy,5, € 5,51 NSy C H. Suponha-se que existam S; =
(ug,...,uz) € Sy = (wyq,...,wy) com S; NSy Z H e, sem perda de generalidade, seja
Fy(uy)<Fy(ug), Fy(wy)<Fy(ws) e Fy(u;)<Fy(w;). Para simplificar, serdo usados os
mesmos simbolos (uq, uy, wy € ws) para se referir aos vértices extremos de S e S, e aos
vértices correspondentes em V' (G). Seja o caso em que S, e So tenham uma extremidade
coincidente. Pela regra (3), os subcaminhos horizontais dessa extremidade de S; e S
ocorrem disjuntos nas trés linhas em torno da extremidade correspondente, o que é sempre
possivel devido ao grau maximo de GG. A regra (1), adicionalmente, garante que nao
ocorrerd intercep¢cdo em qualquer ponto de S; e Se que ndo pertenca a H. Considere-se
agora o caso em que u1, Usg, Wy € wo sao vértices distintos. Sdo disjuntos os caminhos caso
Fy(uy) e Fy(ug) sejam ambos maiores ou menores do que Fy (w;) e Fy(ws). No caso
em que Fy (uy)<Fy(w)<Fy(wy)<Fy(ug), ndo ocorre intersec¢do de caminhos devido
a regra (1). A unica opgdo restante é Fy (uy)<Fy(wy)<Fy(ug)<Fy(wsy). Nesse caso,
as arestas (uq, us), (w1, we)€F(G) devem certamente pertencer a paginas diferentes na
incorporagdo em livro do grafo, ou seja, Fg(uq, uz)#Fr(w,ws). Logo, S1 NSy C H.

A Figura 1 exemplifica toda a transformagdo. E possivel encontrar uma cobertura
R’ de caminhos por vértices com |R|<K'=K? No paragrafo seguinte, prova-se por
absurdo que a resposta para 0 PCAVGPGM3 ¢é SIM se, e somente se, também for SIM
para 0 PCCVG em (G, S, K'). O PCCVG estd em NP, pois, dado um certificado R’ para
uma instancia SIM (G, S, K'), basta checar se |R'| < K'ese S;N R # (,VS; € S.

Suponha-se que IRCV(G), com |R|<K, que é cobertura de arestas por vértices
em (G, K) e que a resposta para o PCCVG em (G, S, K') é NAO. Como cada vértice de
H é associado biunivocamente a um vértice de V' (G), é possivel obter um conjunto R'C H
a partir dos elementos de H associados a R. Como cada caminho em S tem as extremida-
des em H e iguais as extremidades das arestas de £(G), R’ é uma cobertura para S em G’
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e tem-se | R'| < K”, o que contradiz a hipdtese. Suponha-se, agora, que IR'CV (G’), com
|R'| < K’, que é uma cobertura de caminhos por vértices para (G', S, K') e que a res-
posta para 0 PCAVGPGM3 em (G, K) é NAO. Pela construgiio proposta, os vértices em
V(G")\ H pertencem a, no méximo, um caminho em S. Se 35;€S5 com S;N(R'\ H) # 0,
ueS;N(R'\ H) cobre exclusivamente .S;. Logo, pode-se remover u de R’ e substitui-lo por
um vértice em HN.S;. Repetindo isso exaustivamente, obtém-se cobertura de caminhos
por vértices R"CH, |R"|=K'. Assim, pode-se resolver o PCAVGPGM3 com RCV (G),
|R|=K", obtendo cada vértice de V" associado a R”, o que contradiz a hipdtese. O

Teorema 1. O PDG é NP-Completo
Demonstragdo. Seja G=(V, E') uma grade com V={v,, ¥(a,b)e{1,...,m}x{1,...,n}}
e E={(Vap, Ved), V{Vap, Vea } CV:(a—c=1 AN b=d)V(a=c N b—d=1)}. Seja S={S1, ..., S, }
uma colecdo de subgrafos de GG tal que S;€S5 € um caminho em G. Com K €Z* , pode-se
obter uma cobertura de caminhos por vértices RCV com |R|<K? Dada essa instincia
do PCCVG, que sera referida por PCCV G(G,S,K), constrdi-se a instancia PDGG(G,
T,F,r,p,K"), do PDGG. Em seguida, mostra-se que PCCV G(G,S,K) é uma instincia
SIM se, e somente se, PDGG(G', T, F,7,p,K’) também €. O PDG pertence a NP, pois um
certificado R* de SIM pode ser checado em tempo polinomial como mostrado na se¢do 2.
Seja G'=G, T=S, K'=K, r=1 e p=100%. Para cada passeio T;€T, F' é fungio
definida como F'(7;, x):ﬁ,Vxe{l, ., L(T})}. Ap6s essa transformac@o, a seguinte

igualdade € valida para cada T;€T" ZCLg)F(T,, ¢)=1=7 Suponha-se que IRCV que é
solugdo para PCCVG(G, S, K) e ndo para PDGG(G', T, F,T,p, K'). Assim, 3T,€T
contendo subpasseio C'€T;\ R que satisfaca Zf:(?)F (C,c)>7. Como ngl)F (T}, c)=T,
pode-se deduzir que T;NR=( — S;NR=(). Logo, R nio resolve PCCVG(G,S,K) ji S;
ndo esta coberto, o que é uma contradi¢do. Seguindo, suponha-se que 3R C V(G’) que é
solugdo para PDGG(G', T, F, 7, p, K") mas nao para PCCV G(G, S, K). Assim, hd um
caminho S;€S, S;NR=(). Como T;=S5;, entdao T;NR=0 e T;\ R={T;}. Logo, 3C € T;\R,
ECL:(? F(C,c) = 1, 0 que contradiz a hipétese de que R resolve o PDGG. O
Corolario 1. O PDGG é NP-Completo.

Corolario 2. O PDGG com p = 1 é NP-Completo.
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Abstract. This work presents a polynomial time algorithm capable of solving
the Vector Domination Problem for Split-Indifference graphs. The proposed
method is based on two characteristics of this class of graphs: the restriction
about the number of simplicial vertices and the division in at most three maximal
cligues.

Resumo. Este trabalho apresenta um algoritmo polinomial capaz de solucio-
nar o Problema da Dominacdo Vetorial para grafos Split-Indiferenca. O mé-
todo proposto decorre de duas caracteristicas inerentes a esta classe de grafos:
a limitagdo do numero de vértices simpliciais e a divisdo em no mdximo trés
cliques maximais.

1. Introducao

O Problema da Dominagdo Vetorial (do inglés Vector Domination Problem) busca, dados
um grafo G = (V, E), um vetor de inteiros R = (R[v] € {0,1,...,d(v)} : v € V}
determinar um conjunto S C V minimo tal que todo vértice v € V ou estd contido em
S ou possui R[v] vizinhos neste conjunto. Um conjunto S capaz de dominar todos os
vértices de G é denominado um conjunto R-dominante.

Existem outras variagdes deste problema, formadas pela aplicacdo de restricoes
adicionais. A variagdo mais conhecida € o Conjunto Dominante, onde todos os vértices
possuem requisitos unitdrios (R[v] =1 Vv € V).

A demonstracdo da complexidade computacional do problema da Dominagdo Ve-
torial decorre justamente desta variacdo. Considerando que o problema do Conjunto Do-
minante é N P-Completo para grafos em geral [Garey and Johnson 1990] e constitui uma
restricdo ao problema da Dominagdo Vetorial conclui-se que o Dominag@o Vetorial tam-
bém é N P-Completo para tais grafos.

O estudo da complexidade computacional do problema da dominagdo vetorial na
classe dos grafos split-indiferenca foi motivado pela intratabilidade deste mesmo pro-
blema quando restrito aos grafos split, conforme demonstrado por [Bertossi 1984]. Outro
ponto que instigou esta pesquisa foi a indeterminacdo da complexidade computacional
deste problema no escopo dos grafos de intervalo proprio. Este trabalho é parte de uma
andlise mais aprofundada que busca identificar os limiares da intratabilidade do problema
da dominagao vetorial em algumas classes de grafos.

*Os autores agradecem a CAPES e a FAPERJ o apoio recebido para execucio deste trabalho.
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2. Grafos Split-Indiferenca

Os grafos Split-Indiferenca sdo constituidos pela interse¢ao entre a classe dos Grafos
Split e os Grafos de Intervalo Proprio, isto €, atendem em simultaneo as restricdes ine-
rentes a ambas as classes. A primeira defini¢do formal desta classe foi apresentada por
[Ortiz et al. 1998] no seguinte teorema:

Teorema 1. [Ortiz et al. 1998] Seja G um grafo conexo, G = (V, E) é um grafo split-
indiferenca se e somente se

1. G é um grafo completo, ou
2. G possui duas cliques maximais Cy e Cs, tais que |Cy \ Cs| = 1 ou
3. G possui trés cliques maximais C, Cy e C3, tais que

o [C1\Co| =05\ Co =1

® Clﬁ03:®0M01U03:V

O Teorema 1 prova a existéncia de quatro casos possiveis de grafos split-
indiferenca. Sua defini¢do € baseada no nimero de cliques e em suas intersegoes.

3. Algoritmo proposto

O algoritmo desenvolvido para o problema da dominagdo vetorial em grafos split-
indiferenca € baseado no Teorema 1, uma vez que para cada caso apresentado no teorema,
um método distinto é aplicado. Sejam o grafo G = (V| E) e o vetor de requisitos R as
entradas do algoritmo e seja S o conjunto R-dominante em construgao.

O primeiro caso do Teorema 1 consiste de apenas uma unica clique e possui so-
lucdo trivial: inicialmente, os vértices sdo ordenados de forma decrescente por seus re-
quisitos. Em seguida, essa ordenacdo € percorrida e a cada iteracdo um vértice x € V é
analisado. Se R[z] > |S|, o algoritmo adicionard = ao conjunto S. Do contrério, x ja foi
dominado e o algoritmo pode ser encerrado (os demais vértices estdo dominados por S).

No segundo caso, o grafo € constituido de duas cliques maximais, sendo que uma
delas possui exatamente um vértice simplicial v. Considerando que v pode ou nao estar
contido na solugdo, os dois casos sdo analisados. O primeiro teste consiste de incluir v
em S, atualizar os requisitos dos vizinhos de v para sinalizar que ja possuem um vizinho
em S e resolver a outra clique, que, por defini¢do, contém todos os vértices da primeira,
exceto v. Finalmente, o conjunto obtido para esta clique € incorporado a .S. O segundo
teste considera que v ndo serd incluido na solugdo, implicando que R[v] vizinhos de v
devem estar contidos em .S. Os requisitos dos vizinhos dos vértices adicionados devem
ser debitados em |S| unidades para considerar que ja possuem |S| vizinhos em S e, em
seguida, a clique induzida por (V' \ (S U {v})) é resolvida pelo Caso 1 e conjunto obtido
€ incorporado a S. A solugdo para este caso consiste do conjunto de menor cardinalidade
dentre os dois obtidos.

J4 no terceiro caso descrito existem trés cliques C, Cy e Cj tais que |C; \ Cs| =
|C5\ Co] =1 e C;NC3 = (). Tendo em vista que C; e C3 ndo possuem vértices em
comum, € possivel utilizar o mesmo procedimento aplicado ao caso anterior, considerando
ndo apenas um vértice simplicial, mas dois (v e w). Desta forma, existem quatro casos
que devem ser analisados isoladamente: (a) v ¢ Sew ¢ S; (b)v € Sew ¢ S; (¢)
veg Sewe S;(d)veSew e S. A solugdo para este caso também consiste do menor
conjunto dentre os obtidos.
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O quarto e tltimo caso apresentado pelo Teorema 1 também € constituido por trés
cliques C, Cy e Cs, tais que |C \ Cy| = |C5 \ Cs| = 1. Contudo, difere do caso anterior
pela existéncia de vértices comuns as cliques C; e C3, 0 que inviabiliza o estudo isolado
do caso onde v e w ndo estdo presentes em S, uma vez que ao adicionar vizinhos de v
neste conjunto, o requisito de w também € impactado. Para este caso uma nova abordagem
foi aplicada. Os demais casos podem ser resolvidos através do método apresentado para
o terceiro caso do teorema, pois v € w ndo sdo adjacentes.

Inicialmente assume-se que v e w ndo participardo do conjunto S, e, portanto,
devem ser dominados por seus vizinhos. Na abordagem desenvolvida para este caso, sao
construidas solugdes Sy e S3 para as cliques C; e C5. Considerando que C;UC3 = V (G),
sabe-se que S = S; U S5 € capaz de dominar G, contudo, ndo se pode afirmar ainda que
S é minimo. Desta forma, o algoritmo inicia uma fase que busca reduzir S através de
sucessivas remocdes e trocas.

Na fase de remogdes, os vértices contidos em S sdo estudados, em ordem cres-
cente de requisitos, para avaliar se sua exclusdo transformaria um vértice ja& dominado em
nao dominado. Caso essa exclusdo seja possivel, esse vértice € imediatamente removido
de S. Quando nenhum vértice puder ser removido, o algoritmo passara a procurar formas
de diminuir S utilizando trocas de vértices.

As trocas sdo movimentos que removem dois vértices de S e acrescentam apenas
um. Para que isso seja possivel, trés condi¢des devem ser satisfeitas: (a) Sao necessdrios
dois vértices z1 e z3 tal que ;1 € ((C; \ C5) N S)exzsz € ((C3\ C1)NS); (b) Todos
os vértices de (Cy \ (S \ {x1,23})) devem possuir requisitos estritamente menores que
o tamanho de S; (c) Existéncia de um vértice z tal que z ndo esteja contido em S e seja
adjacente a v e a w. Se essas trés condi¢des forem satisfeitas, a troca € executada: x; e
x3 sdo removidos e z € adicionado ao conjunto S. Dentre todos os vértice que atendam as
restri¢des, x; € x3 correspondem aos de menores requisitos. J4 z corresponde ao vértice
de maior requisito que atenda as restri¢des.

Uma vez que todas as trocas possiveis forem executadas, os vértices de .S sdo ana-
lisados novamente em busca de novas remog¢des. Quando nenhuma remocgao for possivel,
S € um conjunto R-dominante para o grafo G.

3.1. Corretude do algoritmo

Teorema 2. O algoritmo proposto encontra um Conjunto R-Dominante S para um grafo
split-indiferenca G e um vetor de requisitos R.

Demonstragdo. Caso 1: Considerando que nenhum conjunto de cardinalidade inferior a
S € suficiente para converter o ultimo vértice adicionado e que todos os anteriores a esse
possuem requisitos superiores, conclui-se que S é minimo.

Caso 2: Sejam (' e (5 as duas cliques maximais de G e seja v o vértice simplicial
de C;. Ainda, seja S¢, o conjunto de todos os conjuntos R-dominantes para C5 e seja A o
conjunto dos R[v] vizinhos de v de maiores requisitos. Supondo que existe um conjunto
S € S¢, capaz de converter v, sabe-se que um destes conjuntos contém A. Desta forma,
seja S um conjunto de S, que contenha A. Além disso, sejam G’ o subgrafo induzido
por (V\ (AU {v})) e R'[u] = R[u] — |A] Vu € V(G") o vetor de requisitos atualizado.
Aplicando o Caso 1 do algoritmo € possivel obter um conjunto R’-dominante para G'.

131



Anais do III Encontro de Teoria da Computagdo (ETC)

Seja B esse conjunto. Sabe-se que A U B € capaz de dominar todos os vértices de G' (A
domina v e B, os demais), contudo, resta demonstrar que este conjunto ¢ minimo. Tendo
em vista como A e B foram construidos, pode-se concluir que S C (AU B). Desta forma,
supondo, por absurdo, que AU B nio seja minimo, seja u o vértice que pode ser removido
de AU B. Considerando que A possui os vértices de maiores requisitos dentre os vizinhos
de v e que nenhum subconjunto de A domina v, conclui-se que u € B. Como B contém os
vértices de maiores requisitos de G’ pode-se deduzir que R'[u] > | B|. Em contrapartida,
considerando que u pode ser removido de A U B, conclui-se que R[u] < |A|+ |B|, o que
é absurdo, pois R'[u] = R[u] — |A|. Sendo assim, fica demonstrado que A U B é minimo.

Resta demonstrar o caso em que nenhum conjunto S € S¢, é capaz de dominar v,
isto €, para dominar v € necessario pelo menos mais um vértice. Desta forma, o préprio
v serd adicionado ao conjunto R-dominante. Seja R’ o vetor de requisitos atualizado para
considerar que v ja contribui na dominag@o de seus vizinhos (R'[u] = Rlu] — 1 Vu €
adj(v)) e seja B um conjunto R’-dominante para C5. Considerando que B é minimo,
domina C5, mas ndo domina v (B C S), conclui-se que B U {v} é um conjunto R-
dominante para G.

Caso 3: Sejam (', C; e C}; as trés cliques maximais de G, tais que C; N C3 = ()
e sejam v e w os vértices simpliciais de C; e (3 respectivamente. Considerando que
adj(v) N adj(w) = (), pode-se aplicar a mesma légica do caso anterior para os quatro
casos possiveis.

Caso 4: Sejam (', C5 e (5 as trés cliques maximais de G, tais que C; UC3 =V
e sejam v e w os vértices simpliciais de C] e C3 respectivamente. Nos casos em que
v ou w estdo contidos no conjunto R-dominante, a demonstracdo segue o caso anterior.
Entretanto, o caso em que v € w ndo estdo contidos no conjunto /2-dominante deve ser
demonstrado. Considerando que nos demais casos o algoritmo encontra um conjunto R-
dominante (demonstrado no Caso 3), supde-se que ndo existe um conjunto R-dominante
que contenha v ou w, pois do contrario este seria localizado pelos casos anteriores. Con-
tudo, tendo em vista as limitagdes relativas ao tamanho deste resumo, esta parte da prova
foi omitida.

Tendo em vista que em todos os casos o algoritmo localizou um Conjunto R-
Dominante para o grafo (G, conclui-se que o método apresentado estd correto. [

A complexidade do algoritmo proposto é O(n?), pois no pior caso, ao selecionar
um vértice, todo o vetor de requisitos deve ser percorrido para atualizacao.

Referéncias

Bertossi, A. A. (1984). Dominating sets for split and bipartite graphs. Information Pro-
cessing Letters, 19(1):37-40.

Booth, K. S. (1980). Dominating Sets in Chordal Graphs. Technical report, University of
Waterloo.

Garey, M. R. and Johnson, D. S. (1990). Computers and Intractability; A Guide to the
Theory of NP-Completeness. W. H. Freeman & Co.

Ortiz, C. Z., Maculan, N., and Szwarcfiter, J. L. (1998). Characterizing and edge-
colouring split-indifference graphs. Discrete Applied Mathematics, 82(1-3):209-217.

132



Anais do III Encontro de Teoria da Computagdo (ETC)

Implementacoes Eficientes da Heuristica
Min-Min para o HCSP em GPU

Rafael F. Schmid!, Edson N. Céceres'

'Faculdade de Computacio
Universidade Federal de Mato Grosso do Sul
Campo Grande, MS — Brasil

rafaelfschmid@gmail.com, edson@facom.ufms.br

Abstract. Min-min heuristic is one of the most indicated algorithm to solve
HCSP, when we are looking for performance. A previous result presented an effi-
cient implementation to this problem with assymptotic complexity O(t log(t)m).
In this work, we implement this problem with linear complexity. Our implemen-
tation is competitive with the previous results.

1. Introducao

A utilizacdo de grades computacionais € computacao em nuvem tém obtido bons resul-
tados na solugdo de problemas complexos. De uma forma geral, grades computacionais
e computacdo em nuvem sao compostas de vérios comutadores heterogéneos que sao
capazes de trabalhar de forma cooperativa.

Considerando que temos vdrias tarefas a serem executadas num conjunto hete-
rogéneo de computadores, onde o tempo de execugao de uma tarefa pode variar de acordo
com o computador a ser utilizado, temos que resolver o problema de como escalonar as
tarefas para serem resolvidas nos computadores no menor tempo possivel. Nesses ca-
sos, temos uma competicao entre as tarefas para utilizar o computador que seja capaz de
resolvé-las no menor tempo [Nesmachnow and Canabé 2011]. Esse problema é denomi-
nado o Problema de Escalonamento em Ambientes de Computagdo Heterogénea (HCSP
- Heterogeneous Computing Scheduling Problem).

Como trata-se de um problema NP-completo, muitas heuristicas tem sido apli-
cadas para resolvé-lo, como min-min, max-min, Algoritmos Genéticos (GA), Genetic
Simulated Annealing (GSA), Sufferage, etc [Braun et al. 2001]. Em funcdo de suas ca-
racteristicas, a heuristica min-min se mostrou como uma das mais rdpidas para esse pro-
blema e apresenta solugdes quase tdo boas quanto GA, que é uma das heuristicas mais
demoradas [Wu et al. 2000].

Nesse trabalho, baseado na implementacdo hibrida de [Pedemonte et al. 2016]
e no trabalho de [Schmid et al. 2016], desenvolvemos uma implementacdo usando a
heuristica min-min para o HCSP. Nosso resultado tem complexidade linear e a sua
implementagdo se mostrou competitiva em relacao aos resultados anteriores.

2. O problema do HCSP e a Heuristica Min-Min

No modelo apresentado nesse trabalho, todas as tarefas podem ser executadas indepen-
dentemente, sem se preocupar com a ordem de execu¢do, e quando uma tarefa inicia
ela é executada até o final. As aplicagOes a serem executadas sdao compostas por uma
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colecdo de tarefas indivisiveis, que ndo tem dependéncia entre elas, comumente chama-
das de metatask. Problemas de escalonamento consistem em tentar minimizar o tempo
gasto para executar todas essas tarefas. A formalizacdo abaixo apresenta o modelo ma-
tematico para o HCSP com o intuito de minimizar o makespan (tempo gasto a partir do
momento em que a primeira tarefa comeca até o momento em que a dltima é comple-
tada [Nesmachnow and Canabé 2011]):

e Dado um sistema de computacdo heterogénea composto de um conjunto de M
maquinas P = mq,mo, ..., mys € uma cole¢do de N tarefas 7' = t1,t5,..,ty a
serem executadas.

e Considere uma fun¢io de tempo de execugdo ET : PxT — R*,onde ET (t;, m;)
€ o tempo necessdrio para executar a tarefa ¢; na maquina m;.

e O objetivo do HCSP € encontrar uma atribuicdo de tarefas as maquinas (uma
funcio f : TV — PM) que minimize o makespan, conforme definido na
Equacdo 1.

max Z ET(t;,m;) (1)

mj'EP t,eT
J(ti)=m;

A heuristica min-min comeg¢a com o conjunto U de todas as tarefas ndo mapeadas.
Entdo, o conjunto de méquinas de menor tempo de conclusdo M para cada tarefa em U
¢ encontrado. A tarefa cujo tempo de conclusio seja o menor, € escolhida e atribuida a
maquina correspondente. A nova tarefa mapeada € removida do conjunto U, e o processo
se repete até que todas as tarefas sejam mapeadas [Braun et al. 2001].

3. Trabalhos Relacionados

Nesmachnow e Canabé (2011) apresentaram uma implementacdo em GPU para a
heuristica min-min e obtiveram speedups de aproximadamente seis vezes em relacdo a
uma implementacao sequencial. Ezzatti et al. (2013) propuseram um algoritmo min-min,
que chamamos de min-min sort, que efetua a ordenacdo segmentada sobre os tempos
que cada maquina leva para executar cada uma das tarefas, e depois verifica, nessa ordem,
as tarefas de cada méquina, selecionando a menor para aquela iteragdo. Se utilizado um
algoritmo de ordenacdo linear, esse algoritmo alcanca complexidade assintética também
linear: O(tm), onde ¢ € o nimero de tarefas e m o nimero de maquinas, mas quando da
implementagdo os autores utilizaram um algoritmo O(¢log(t)m). Posteriormente, Pede-
monte et al. (2016) apresentaram uma implementacao hibrida GPU-CPU do min-min sort
com resultados melhores que os anteriores.

4. Solucao Proposta e Resultados Experimentais

Os experimentos deste artigo foram realizados em uma mdaquina com o Sistema Operaci-
onal Ubuntu 16.04, 16 GB de meméria RAM, processador Intel Core'™ i5-4460 CPU @
3.20 GHz x 4 e placa grafica GeForce GTX 1050 Ti com 4 GB de memoria, € os cenarios
de teste utilizados foram obtidos do endereco https://par—-cga-sched.gforge.
uni.lu/instances/etc/.

Baseado no trabalho de [Schmid et al. 2016], apresentamos uma implementacao
da heuristica min-min sort utilizando o radix-sort. O principal objetivo € utilizar uma
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ordenacdo segmentada que garanta complexidade linear para a heuristica min-min. Para
efetuar as comparacdes também foi implementada: a min-min padrdao em CPU e GPU; e
a min-min sort em CPU, GPU e Hibrida (GPU-CPU).

A implementagdo em GPU da heuristica min-min padrio foi testada utilizando
duas estruturas diferentes. A primeira utiliza as linhas da matriz para representar as
maquinas e as colunas para representar as tarefas. Cada thread CUDA € responsavel
por processar uma tarefa, ou seja, encontrar a maquina em que a tarefa possui o me-
nor tempo de conclusido. Cada thread armazena seu resultado em uma posi¢ao do vetor
resultante, onde € realizada uma redugdo paralela para encontrar a tarefa que deve ser
escalonada naquela iteracdo. Dessa forma, as threads acessam a mesma linha da matriz a
cada iteracdo (Figura 4), favorecendo a coalescéncia. Ao inverter essa estrutura perdemos
a coalescéncia e os tempos sobem bastante, por isso optamos ndo aborda-la aqui.

| tasks |

e L L T T T T T T T T T TT1
AR ANV AV AN ANAVANAVaAnay.
H\NANILNANAVANAVANAVANAVANAY

VAPAVADAVIVIVIDIVIDIVIDIY.
(I IO ICTC TG IO T

A}
| GPU threads }

Figura 1. Estratégia de implementacao em GPU da heuristica min-
min [Nesmachnow and Canabé 2011].

A implementagdo paralela do min-min sort de [Ezzatti et al. 2013], efetua a
ordenagdo segmentada utilizando uma biblioteca CUDA, e depois utiliza uma redugdo pa-
ralela para identificar as mdquinas que possuem o menor tempo de conclusdo na iteracao
corrente. Para essa estratégia representamos as maquinas em linhas e as tarefas em colu-
nas, estrutura necessdria para efetuarmos a ordenacao segmentada de forma eficiente.

A nossa implementagao do min-min sort hibrido CPU-GPU usa a mesma estrutura
da versao paralela do algoritmo min-min sort. Na primeira etapa, a ordenagdo das linhas
da matriz, € efetuada em GPU. Posteriormente, os dados sdo copiados de volta para CPU
e a mesma implementacdo da versdo sequencial do min-min sort é executada. Para a
ordenacdo utilizamos a biblioteca CUB (radix-sort).

A Figura 2 apresenta o speedup de cada uma das implementacdes: baseadas no
merge-sort (Pedemont et al.) e baseadas no radix-sort (implementacdo proposta) quando
comparadas com a implementacdo sequencial do min-min padrdo. Com isso, podemos
observar que, apesar de estarmos utilizando um algoritmo linear, em termos de desem-
penho, o comportamento é semelhante ao algoritmo de complexidade O(tlog(t)m) da
biblioteca MGPU.

Podemos notar também, que a implementagdo sequencial do min-min sort apre-
senta melhores resultados para matrizes menores, ja que o acesso nao € coalescido, devido
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a ordenacdo segmentada do inicio do algoritmo. O motivo de apresentar melhores resul-
tados é que a ordenacdo segmentada em GPU possui desempenho superior a ordenacao
sequencial, prova disso sdo os desempenhos bem melhores das implementacdes hibridas.

1000

== Min-min sort

=== Hybrid min-min sort (merge)
Hybrid min-min sort (radix)

=== GPU min-min sort (merge)

=p=— GPU min-min sort (radix)
GPU min-min padrao

Speedup

1
1024x32 2048x64 4096x128 8192x256 16384x512 32768x1024

Dimensao: Tarefas x Maquinas

Figura 2. Speedup das implementac6es do Min-Min.

5. Conclusoes

A implementacdo que apresentamos possui complexidade linear e os resultados obtidos
na GPU e GPU-CPU sdo competitivos.
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Resumo. Aplicamos a t-linearizagcdo ao modelo quadrdtico 0—1 natural para o
problema da diversidade mdxima. Comparamos computacionalmente o modelo
obtido com duas outras formulacées lineares da literatura. Experimentos com-
putacionais mostram que a t-linearizagdo gera em média menos restricoes que
as formulagoes, além de conseguir alcangcar um limite superior mais apertado
em todas as instancias usadas. Por outro lado, uma das formulacdes consegue
ser ligeiramente mais rdpida na obtengdo dos limites.

Abstract. We apply the t-linearization to the straightforward 0 — 1 quadratic
model for the maximum diversity problem. We computationally compare the
obtained model with two other linear formulations from the literature. Compu-
tational experiments show that the t—linearization generates, on average, fewer
constraints than the formulations, in addition to achieving a tighter upper bound
in all used instances. On the other hand, one of the formulations can be slightly
faster in obtaining the bounds.

1. Introducao

Pertencente a uma vasta familia de problemas de dispersao e diversidade, o problema da
diversidade maxima (Maximum Diversity Problem — MDP) tem como objetivo identifi-
car, em um dado conjunto, um subconjunto S de cardinalidade fixa, de tal forma que
a soma das distancias entre os pares de elementos em S seja mdxima [Kuo et al. 1993,
Zhou et al. 2017]. Trata-se de um problema NP-Dificil, que aparece com diferentes de-
nominacdes na literatura [Marti et al. 2013].

Matematicamente, MDP pode ser formulado a partir de um grafo ndo-direcionado

G = (V,E), com n = |V| vértices e m = |E| arestas ponderadas, e um inteiro k <
n, que representa a cardinalidade do subconjunto (de vértices) desejado. Considerando
V = {vy,vs,...,v,} e ¢;j € Ry opeso da aresta entre v; e v; (¢;; = cj; se (v, v;) € E,

e c;j = 0se (v;,v;) ¢ E), MDP é naturalmente modelado como o seguinte problema
quadratico bindrio [Kuo et al. 1993]:

(F) max {5 Y0 iy e = koo € {01} ]

onde e’ = (1,...,1), e a varidvel bindria z; = 1 se o vértice v; € Sex; =0sev; ¢ S.

A ndo-linearidade em problemas de programacdo inteira € normalmente
tratada com o uso de técnicas envolvendo uma aproximagdo linear por par-
tes [Dantzig 1963, Hu 1969] ou a transformacdo da fun¢do nao-linear em uma funcio
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polinomial, a seguir convertida em uma fun¢do linear de varidveis 0—1 [Balas 1964,
Hammer and Rudeanu 1968]. Na maioria das vezes, a ndo-linearidade em problemas de
programagdo inteira aparece ja na forma polinomial, sendo que um nimero significativo
dos casos envolve apenas termos de segunda ordem [Glover 1975].

Em [Glover and Woolsey 1974], os autores mostram como converter um problema
de programacgdo quadritica 0 — 1 em um problema de programagdo linear 0 — 1. Esse
procedimento, conhecido como linearizacdo cléssica, consiste em substituir cada produto
x;x; por uma varidvel ndo negativa y;; e adicionar as restricdes vy;; < T;, Ui < Tj,
vij > x; +x; — 1. Logo ap6s, [Glover 1975] introduziu inequacdes que servem para
lidar com problemas quadriéticos inteiros. Usando esses procedimentos, [Kuo et al. 1993]
propuseram as seguintes formulacdes lineares (F5 e F3) para o MDP:

n—1 n
(Fy) max Z Z CijYij o kv <@gy <,y > a+ax;— 1,z e {0,1}"
i=1 j=i+1
n—1 n n
(F3) max Zuz cele =k u; < Z cij | i, u; < Z ¢z, v € {0,1}"
i=1 j=it1 j=it1

~ ~ . n
Como os custos sdo ndo-negativos, note que, em (F3), ocorre u; = x; y i—iy1CijTj, para
todo 1 <4 < n — 1, em uma solugdo 6tima. Ja em (F3), as restri¢des y;; > x; + x; — 1,
paratodo 1 <17 < j < n, sdo desnecessdrias.

[Rodrigues 2010] prop6s uma nova abordagem de linearizagdo, no contexto do
Problema Quadratico da Mochila (PQM), que consiste basicamente de duas etapas. Pri-
meiro, substitui-se o termo quadratico da fun¢@o objetivo por uma varidvel real ¢, que é
limitada superiormente pela expressdo quadrética, com a inclusdo de uma restri¢ao adi-
cional. Depois, essa restricdo quadratica € substituida por um conjunto exponencial de
restricoes lineares, que definem os mesmos pontos inteiros.

Na proxima secdo, revisitamos a t-linearizacdo para termos quadraticos
com coficientes ndo-negativos, apresentando outras demonstragdes para resultados
de [Rodrigues et al. 2012], além de aplicarmos tal desenvolvimento ao MDP. Experimen-
tos computacionais para MDP, comparando a r—linearizagdo e as formulacdes F3 e F3, sd@o
apresentados e analisados na Se¢do 3.

2. t-Linearizaciao
Com o auxilio de uma varidvel adicional ¢, podemos reescrever F; como (F} ), dada por:
max {t: e’z =k, (z,t)€Z}, onde Z = {(z,t) eB" xR:t <Y1, 23;11 CjiTixj}.

Seja S,, o conjunto de todas as permutac¢des de {1,...,n}. O conjunto Z pode ser ex-
presso por restri¢des lineares, como segue:

Teorema l. 7 = 7' .= {(33, t) eB"xR:t < Z?:l Z;;ll Cr(5)m (i) T (4) Ve Sn}

Demonstracdo. Primeiro, note que

n i—1 n i—1
Doimt Dot CHTIT) = 3y D iy Ca(yn() Tn(i) Tn(j) VT € S (1)
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Se (z,t) € Z, entdo temos que (x,t) € Z' devidoa (1) e

> ZJQ O T Tr) < Dy ZJQ ) Tr(s) VT € Sp.

Suponha agora (x,t) € Z' e seja m € S, que ordena as componentes de = em or-
dem ndo-crescente, ou seja, Tr;) > Tr;) sei < j. Observe que (Tx(1), ..., Tr(n)) =
(1,...,1,0,...,0). Como (z,t) € Z, temos que

t< D25 i Crli) =i D jei Crli)m(i) Tr(i) Tr(s) s

onde a igualdade decorre da ordenacdo das entradas de x por 7. 0

Pelo Teorema (1), podemos substituir Z por Z’ na descri¢do de (F7);. Mais ainda,
a separacgdo das restri¢des lineares que definem Z’ pode ser feita em tempo polinomial,
como mostrado em [Rodrigues 2010]. A extensdo desses resultados para coeficientes c¢;;
arbitrarios pode ser encontrada em [Soares et al. 2017].

Na verdade, a relaxacdo linear de 7' coincide com sua envoltéria convexa
[Rodrigues 2010]. Todavia, a presenga da restricdo de cardinalidade em (F}), permite
fortalecer as restricdes que definem 2.

Teorema 2. Parai = 1,...,nen € S,, seja sy;) a soma dos r := min{i — 1,k — 1}
maiores valores do conjunto {cryzs @ j = 1,...,% — 1}. Entdo as desigualdades
t < Y iy Sn(i)Tr), para todo m € Sy, é vdlida para (F),.

Demonstragdo. Seja (v,t) € Z, com e’z = k. Entdo, se 2.(; = 1, temos Z;;ll Tr(jy <

r.Logo, t < D71 (30501 Crin () Ta(3))Tnti) S Doiy Sni)Tn)- -

3. Experimentos Computacionais

Os experimentos computacionais foram conduzidos para testar a qualidade do limite su-
perior LS, quando relaxamos a integralidade nas formulagdes F», F3 e (F}), (esta descrita
pelas desigualdades do Teorema 2). Para isso utilizamos um conjunto de 50 instancias de-
nominadas Glover2, disponiveis em www.optsicom.es/mdp. Esse conjunto consiste de 5
instancias para cada par (n, k), onde n € {25,50, 100, 125,150} e k£ = 0.1n,0.3n. Para
cada uma das formulagdes relaxadas, calculamos o GAP%= % x 100, onde ML éa
melhor solucao, disponivel em www.optsicom.es/binaryss/, encontrada até o momento, o
tempo de cpu (CPU) e a quantidade de restri¢des geradas na obtengdo de LS (NRG). Para
implementar as formulacdes lineares relaxadas, usamos o software comercial IBM/ILOG
CPLEX 12.7 integrado com Ambiente de Desenvolvimento Integrado (IDE - Integrated
Development Environment) Code::Blocks através da linguagem C++. Os experimentos
foram realizados em um processador Intel® Core™ i5 — 4570 com 3.20 GHz, 16 GB
RAM e sistema operacional Ubuntu 16.04 LTS.

A Tabela 1 sumariza os resultados obtidos por cada formulacao, onde cada linha
a partir da 3 representa a média das 5 instincias para cada par (n, k). Destacamos em
negrito os melhores resultados. Podemos observar que a relaxacdo de F3 mostrou-se
competitiva quanto ao tempo, sendo cerca de duas vezes mais rdpida que a relaxacio da
t-linearizacdo. Por outro lado, os resultados mostram que a r—linearizacdo obteve em
média limites cerca de cinco vezes mais apertados com relagdo a F5 e F3, em todas as
combinagdes de (n, k), além de utilizar em média uma quantidade menor de restri¢oes.
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Tabela 1. Média GAP, CPU e NRG obtido pelas relaxacoes Fs, F3 e (F});

Instancias n k F Fy (F1)e
GAP(%) CPU(s) NRG GAP(%) CPU(s) NRG GAP(%) CPU(s) NRG
Glover2 25 2 1513.84 0.01 600 1519.32 0.00 48 223.96 0.007 40.2
25 7 228.161 0.012 600 228.77 0.002 48 80.66 0.013 49
50 5 814.64 0.210 2450 816.92 0.018 98 119.36 0.035 62.8
50 15 187.40 0.210 2450 188.97 0.018 98 73.40 0.073 98.8
100 10 747 1.074 9900 75082 0.22 198 103.97 0.0414 132.4
100 30 184.90 1.294 9900 186.44 0.22 198 66.18 1.056 210.2
125 12 733.67 1.998 15500 741.8 0.51 248 106.44 1.057 184
125 37 198.47 2.428 15500 199.37 0.514 248 67.69 3.488 285.8
150 15 735.13 3.46 22350 738.68 1.02 298 99.56 2.065 211.8
150 45 196.48 4.502 22350 197.30 1.022 298 67.34 5.257 305.8
Média Geral 461.64 1.266 10160 464.03 0.295 178 84.05 1.112 131.73
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Abstract. Statistical methods research for natural language processing and
other important applications, have been presenting fast growth in the recent
years. In this work, we propose a primal-dual interior point method for train-
ning stochastic context free grammar. For that purpose, we use a Portuguese
based corpus Tycho Brahe [IEL-UNICAMP and IME-USP ].

Resumo. Nos anos recentes tém acontecido um importante crescimento no in-
teresse sobre os métodos estatisticos para processamento de linguagens e as
diferentes aplicacoes que se derivam. Propomos um método de pontos inte-
riores barreira logaritmica primal-dual para abordar o problema de atribuir
valores otimos de probabilidade as regras de uma gramdtica probabilistica li-
vre de contexto (GPLC) baseados no corpus da linguagem portuguesa Tycho
Brahe [IEL-UNICAMP and IME-USP ].

1. Introducao

Dentre os modelos estatisticos para modelar as linguagens naturais estdo as gramaticas
probabilisticas livres de contexto, que na sua forma mais simples podem ser decompostas
numa parte estrutural e numa parte estocastica. Abordamos o problema de modelar uma
linguagem natural através de uma GPLC treinando a mesma, ou seja, encontrar as pro-
babilidades 6timas associadas as regras da gramatica [Manning and Schutze. 2003]. Este
processo € realizado em base a um corpus que contém sentencas da linguagem que dese-
jamos modelar. Para o processo do treino precisamos de uma fungio critério da amostra'
€ um marco para otimiza-la: usamos a fun¢ao de maxima verossimilhanga da amostra e o
método de pontos interiores barreira logaritmica primal-dual, respectivamente.

Assim, o problema de treinamento de uma gramatica € resumido como o problema de
otimizagao descrito a seguir:

maximizar f(x)

sujeito a Z =1, VUyu:AeX )
T, EW 4
0<z <1, i=1,.,|P|

onde f(x) = Pr(Q2|G,) é a fungdo de verossimilhanca que, depende da amostra 2 e
da GPLC G,. Esta fungdo é um polindmio nas varidveis z;, i« = 1...|P|, sendo que

'Usamos a palavra corpus e amostra indistintamente para nos referir ao conjunto de sentencas de uma
linguagem natural que estamos desejando modelar.
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x; correspondem aos valores de probabilidade associados as regras de (G,. Denotamos
por ¥4 como os valores de probabilidade associados as regras que possuem 0 mesmo
antecedente. Denotamos por X o conjunto finito de simbolos ndo terminais, € P como o
conjunto finito das regras da G.

2. Metodologia

Uma vez definido o problema (1), implementamos o método barreira logaritmica
primal-dual baseados na formulacdo para problemas ndo lineares, descrita em
[El-Bakry et al. 1996]. Este método foi implementado na linguagem C++, versdo 4.8.4.
O corpus usado € o Tycho Brahe, para o portugués do Brasil. Para analisar a viabilidade
da proposta extraimos do corpus algumas GPLCs de diferentes tamanhos e as treinamos
usando o método barreira logaritmica primal-dual. Seguem os detalhes das gramaticas
extraidas para o treinamento e algumas discussdes associadas as implementagoes.

2.1. Tamanho dos problemas

Trabalhamos com seis sub-problemas detalhados na Tabelas 1 e 2.

Nro simbolos | Nro simbolos | Nro de regras | Simbolo inicial
ndo terminais m | terminais n |P|
Sub-Gramatica 1 5 2.500 12.580 S
Sub-Gramatica 2 7 2.500 17.752 S
Sub-Gramatica 3 9 2.500 23.076 S

Tabela 1. Caracteristicas da gramatica para cada sub-problema do 1 até 3.

Nro simbolos | Nro simbolos | Nro de regras | Simbolo inicial
ndo terminais m | terminais n | P|
Sub-Gramatica 4 3 5.500 16.512 S
Sub-Gramatica 5 3 7.500 22.512 S
Sub-Gramatica 6 3 7.500 22.512 S

Tabela 2. Caracteristicas da gramatica para cada sub-problema do 4 até 6.

2.2. Calculo da funcio objetivo f(x)

Note que, o cdlculo da fungdo objetivo f(x) deve ser feita a cada iteragdo do método de
pontos interiores barreira logaritmica primal-dual. E, dado que a funcdo objetivo depende
das probabilidades das sentengas do corpus, observe que ndo € eficiente calcular a proba-
bilidade de uma sentenca como a soma das probabilidades de todas suas possiveis arvores
sintdticas. Para isso, implementamos um método baseado no método Cocke-Younger-
Kassami, desenvolvido em [Lépez 2018] para calcular o valor da funcdo objetivo sem
comprometer as capacidades fisicas das maquinas, e utilizamos a biblioteca Open Multi-
processing (OpenMP 2.5) para melhorar os tempos computacionais deste método.

2.3. Calculo do gradiente e da Hessiana de f(x)

Os valores do gradiente e da Hessiana devem ser calculados a cada iteracdo. Usamos o
método das diferencas finitas para calculd-lo, pois a expressao das derivadas € muito cara.
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2.4. Resolucao do sistema linear

Além do custo computacional para calcular o valor da fung¢ao objetivo e suas derivadas a
cada iteracdo, o trabalho computacional dos métodos de pontos interiores também € domi-
nado pela resolucio de um sistema linear [Gondzio 2012]. Portanto uma forma eficiente
de solugdo desses sistemas lineares € indispensavel para resolver problemas de grande
porte.

A matriz de coeficientes do sistema [Gondzio 2012] € uma matriz indefinida, mal con-
dicionada, esparsa, portanto usamos um método iterativo precondicionado: o método do
gradiente bi-conjugado estabilizado para matrizes esparsas, com precondicionador base-
ado nas entradas da diagonal [Saad 2003].

2.5. Reescalonamento do problema

Uma grande dificuldade é quando, no método de pontos interiores barreira logaritmica
primal-dual, os diferentes valores das varidveis com as quais estamos trabalhando atin-
gem valores pequenos causando underflow, levando a problemas estabilidade e arredon-
damento [Trefethen and Bau III 1997, Ruggiero and da Rocha Lopes. 1997]. Dada a or-
dem do polindmio do problema, os principais valores que devemos analisar e acompanhar
sdo a funcdo de verossimilhanga, o valor do gradiente e o valor da Hessiana. Portanto,
nossa proposta € manter os valores dessas grandezas e os calculos que os envolvem con-
trolados, tanto para diminuir os erros de arredondamento, como para evitar problemas de
underflow. Assim, quando for preciso, multiplicamos a fun¢do objetivo por uma cons-
tante C' > (. Basicamente estamos re-escalando os valores numéricos para resolver estes
inconvenientes.

3. Resultados e discussoes

Nas tabelas a seguir apresentamos os resultados obtidos para as seis sub-gramaticas de-
talhadas nas Tabelas 1 e 2. Apresentamos o tamanho da amostra usada, o nimero de
iteragdes e o tempo que utilizou o método até convergir, assim como o valor da constante
C'. Para as primeiras trés sub-gramadticas (ver Tabela 1) usamos uma amostra de tama-
nho 67, com comprimento das sentengas entre quatro e cinco. Para o segundo grupo de
sub-gramaticas (ver Tabela 2) usamos amostras de diferentes tamanhos e sentencas de
comprimento entre quatro e quinze.

19 Iteracoes Tempo VIr da constante
até convergir C
Sub-Problema 1 | 67 9 34m45,830s 10%0
Sub-Problema 2 | 67 9 335m13,625s 1015
Sub-Problema 3 | 67 9 4558m27,323s 1010

Tabela 3. Resultados obtidos para o primeiro grupo de sub-problemas.

Da Tabela 3 podemos evidenciar que, uma vez obtida a convergéncia para um problema
com m simbolos ndo terminais, podemos aumentar este valor e utilizando a estratégia
para controlar problemas de underflow, atingimos a convergéncia do método.

A Tabela 4 apresenta um aumento do tamanho da amostra e do comprimento das sentencas
da mesma, havendo um maior tamanho dos problemas. O método atinge convergéncia e
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1 Iteracoes Tempo VIr da constante
até convergir C
Sub-Problema 4 | 161 9 127m19,235s 10%°
Sub-Problema 5 | 388 9 407m19,538s 10%°
Sub-Problema 6 | 310 9 9519m2,029s 10%°

Tabela 4. Resultados obtidos para o segundo grupo de sub-problemas.

como no caso do primeiro grupo de testes, 0 acompanhamento garante que ndo se gerem
problemas de underflow, isto basicamente € controlado com o parametro C'.

4. Conclusao

O método de pontos interiores mostrou-se um método vidvel para estimar as gramdticas
probabilisticas livres do contexto. Um dos detalhes relevantes € que o numero de iteragdes
até atingir convergéncia é mantido em nove iteragdes, isto quer dizer que o método
¢ estdvel para diferentes tamanhos tanto da gramdtica como do corpus. Isto é impor-
tante porque uma das maiores desvantagens do Método Inside-Outside [Baker 1979] em
aplicacdes prdticas € o elevado nimero de iteragdes requeridas para atingir a convergencia.

O método de pontos interiores implementado € robusto € bem comportado na presenca
de novos dados, sendo uma proposta que sugere continuar fazendo testes aumentando o
tamanho da amostra, até conseguir modelar uma linguagem natural.
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Abstract. We study emergent information in populations of randomly generated
networked computable systems that follow a Susceptible-Infected-Susceptible
contagion (or infection) model of imitation of the fittest neighbor. These net-
works have a scale-free degree distribution in the form of a power-law following
the Barabdsi-Albert model. We show that there is a lower bound for the station-
ary prevalence (or average density of infected nodes) that triggers an unlimited
increase of the expected emergent algorithmic complexity (or information) of a
node as the population size grows.

1. Introduction

The general scope of this work involves complex systems, complex networks, informa-
tion theory, and computability theory. In particular, we aim at studying the general prob-
lem of emergence of complexity or information when complex systems are networked
compared with when they are isolated. This issue has a pervasive importance in the lit-
erature about complex systems with applications on investigating systemic properties of
biological, economical, or social systems. Following a theoretical approach on this sub-
ject, we present a study on the emergence of irreducible information in networked com-
putable systems that follow an information-sharing (or communication) protocol based
on contagion or infection models, as described in [Pastor-Satorras and Vespignani 2001a,
Pastor-Satorras and Vespignani 2001b, Pastor-Satorras and Vespignani 2002]. As sup-
ported by these references, such spreading models, using the approach from complex
networks, have been shown to be relevant to study epidemic and disease spreading, com-
puter virus infections, or the spreading of polluting agents. Consequently, the study of
such systems has helped on immunization strategies, epidemiology, or pollution control.

Nevertheless, instead of focusing on the pathological properties of such com-
plex networks’ contagion dynamics, we show a preliminary result on how such conta-
gion dynamics might trigger an unlimited potential of optimization through diffusion.
That is, diffusing the best solution (or the largest integer when one uses the Busy
Beaver Game [Abrahdo et al. 2017] as a toy model) through the network may trigger
an unlimited increase of expected emergent algorithmic information of the nodes as
the randomly generated population of computable systems (i.e., nodes) grows. Thus,
we aim at mathematically investigating under which conditions this phenomenon is
expected to happen. For this purpose, we use the theoretical framework for net-
worked computable systems developed in [Abrahdo et al. 2017] and the network model
studied in [Pastor-Satorras and Vespignani 2001a, Pastor-Satorras and Vespignani 2001b,
Pastor-Satorras and Vespignani 2002].
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As a toy model, such theoretical approach to the study of emergence of complex-
ity or information in networked computable systems may help understand and establish
foundational properties on why an information dynamics within a system displaying syn-
ergistic or emergent behavior might be advantageous from a computational, evolutionary,
or game-theoretical point of view. Moreover, as it is our goal to suggest in the present
work, these phenomena may be also related to infection dynamics (either from computer
viruses or diseases) and scale-free networks.

2. Model

We define a model for randomly generated Turing machines that are networked
with a scale-free degree distribution that obeys a power law of the form P(k) ~
2m* k3. The topology and construction of the networks are defined by a ran-
dom process connecting new nodes under a probability distribution given by pref-
erential attachment as in [Barabasi et al. 1999, Barabasi and Bonabeau 2003]. That
is, new nodes are more likely to establish connections to higher degree nodes.
The diffusion or “infection” scheme is ruled by the Susceptible-Infected-Susceptible
model (SIS), in which susceptible nodes have a constant probability v of being “in-
fected” by an “infected” neighbor and an “infected” node has a constant probability
0 of becoming “cured”. We also assume, as in [Pastor-Satorras and Vespignani 2001a,
Pastor-Satorras and Vespignani 2001b, Pastor-Satorras and Vespignani 2002], that the
prevalence of “infected” nodes (i.e., the average density of “infected” nodes) becomes
stationary after sufficient time.

However, nodes are now Turing machines that can send and receive informa-
tion (partial outputs) as each node runs its computations until returning a final out-
put. We have defined this population of randomly generated Turing machines and a
more general mathematical model for networked computable systems which we have
called as algorithmic networks [Abrahdo 2016, Abrahao et al. 2017]. This population
plays the Busy Beaver Imitation Game (BBIG) in which each node always imitates
the fittest neighbor only. However, differently from the one in [Abrahao et al. 2017],
we here present a variation on the information-sharing protocol. The difference in
respect to this previous work comes from allowing nodes to become “cured” (with
rate 0). Besides, now nodes also get “infected” with rate v — which may have
a different value from 1 — while in [Abrahdo et al. 2017] one has that v = 1 al-
ways holds. While still playing a Busy Beaver Imitation Game, susceptible nodes
follow a rule of imitating the neighbor that had output the largest integer, but they
follow this rule with probability v. Thus, the effective spreading rate A = v/J
defined in [Pastor-Satorras and Vespignani 2001a, Pastor-Satorras and Vespignani 2001b,
Pastor-Satorras and Vespignani 2002] assumes a direct interpretation of the rate in which
the imitation-of-the-fittest protocol [Abrahdo et al. 2017] was applied on a node—and
this is the reason why we are using the words “infection” and “cure” between quotation
marks.

3. Results

Our proofs follow mainly from information theory, computability theory, and graph the-
ory applied on a variation on the information-sharing (communication) protocol of the
model in [Abrahdo et al. 2017]. From this model, we have proven results for general
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dynamic networks and for dynamic networks with small diameter, i.e., O(log(/N)) com-
pared to the network size /N. We have shown that there are topological conditions that
trigger a phase transition in which eventually the algorithmic network Mpp begins to
produce an unlimited amount of bits of emergent algorithmic complexity (i.e., emergent
algorithmic information). These conditions come from a positive trade-off between the
average diffusion density and the number of cycles (or communication rounds). There-
fore, the diffusion power of a dynamic network has proven to be paramount with the
purpose of optimizing the average fitness/payoff of an algorithmic network that plays the
Busy Beaver Imitation Game. Besides, this diffusion power may come either from the
cover time [Costa et al. 2015] or from a small diameter compared to the network size.

Therefore, our developed proofs! for a network following the SIS diffusion model,
as in [Pastor-Satorras and Vespignani 2001a, Pastor-Satorras and Vespignani 2001b,
Pastor-Satorras and Vespignani 2002], also stems from the main idea of combining an
estimation of a lower bound for the average algorithmic complexity/information of
a networked node and an estimation of an upper bound for the expected algorithmic
complexity/information of an isolated node. The estimation of the latter still comes
from the strong law of large numbers, Gibb’s inequality, and algorithmic information
theory applied on the randomly generated population. However, now the estimation
of the former comes from the SIS model with a stationary prevalence (i.e., the av-
erage density of infected nodes), which gives directly this lower bound by the fact
that the prevalence p ~ 2exp(—1/mA) in [Pastor-Satorras and Vespignani 2001a,
Pastor-Satorras and Vespignani 2001b, Pastor-Satorras and Vespignani 2002] becomes
equal to the average diffusion density 7g in [Abrahao et al. 2017].

Thus, let condition TE\ESN) ~ 2exp(—1/mA) > Q(w,c(N)) holds where ¢(N)
is an upper bound for the time in which the network achieves stationary prevalence (as
in [Pastor-Satorras and Vespignani 2001b, Pastor-Satorras and Vespignani 2002,
Pastor-Satorras and Vespignani 2001a]). Additionally, we have that ¢(N) is a com-
putable function of the network size N2, t, is the first time instant, w is the network
input available to every node at the beginning of the first cycle, and Q(w, ¢(N)) is the
probability that a node (i.e., a Turing machine) halts, with w as initial input, in every cycle
until the last cycle ¢(/N). Note that Q2(w, ¢(N)) is a value that depends only on the chosen
self-delimiting programming language in which one defines a universal Turing machine.
Then, one can prove that the expected emergent algorithmic complexity/information of a
node goes to infinity as the network size (i.e., the population size) /N goes to infinity.

In other words, the average irreducible information that emerges when nodes are
networked, compared with when they are isolated, is expected to always increase for large
enough populations of randomly generated Turing machines that compute during < ¢(N)
cycles (or communication rounds). Moreover, since it is an emergent phenomenon that
arises depending only on the network/population size, one can show that such scale-free
networks of randomly generated Turing machines are also expected to display, for large
enough populations, a complexity/information phase transition, which we have called
expected emergent open-endedness [ Abrahdo et al. 2017].

IThe article presenting these and other results and complete and extended versions of these proofs is
available at https://doi.org/10.5281/zenodo.1228505
2In fact, as a function of N€, where C is a constant that may have a value < 1.
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4. Conclusions

First, we have defined a family of Barabasi-Albert scale-free networks with a power
law on the degree distribution of the form P(k) ~ 2m? k™3 that follow a contagion
(or infection) dynamics described by the Susceptible-Infected-Susceptible model
as in [Pastor-Satorras and Vespignani 2001a, Pastor-Satorras and Vespignani 2001b,
Pastor-Satorras and Vespignani 2002]. Their set of nodes are randomly generated Turing
machines. Additionally, every node plays the SIS Busy Beaver Imitation Game, which
ensures that each node always imitates the fittest neighbor whenever an “infection”
would occur with probability v. Nodes also may return to its initial partial output—being
“cured”—with probability 0.

Then, we have shown that, for large enough values of m A, if the time for achiev-
ing a stationary prevalence of “infected” nodes p ~ 2exp(—1/mA) is upper bounded
by a value given by a computable function of the network (or population) size /N, then
these networks of randomly generated Turing machines will have the property of ex-
pected emergent open-endedness for large enough network/population sizes. That is, the
expected emergent algorithmic complexity/information of a node will eventually start to
increase undefinitely as the population grows. Thus, this characterizes the complexity (or
information) phase transition introduced in [Abrahdo et al. 2017].
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Abstract. Companies that control social networks often release data, including
the users’ relationship network, removing their identity to preserve their privacy.
This work defines and evaluates a two-step methodology to reveal relationships
between users of a social network. In the first phase, artificial nodes (users) are
inserted and connected to a set of victim users. The second phase identifies the
artificial nodes in the anonymized network and reveals relationships between the
victim users. The algorithms were implemented and the results indicate that they
are effective in revealing relationships between victims, breaking their privacy.

Resumo. Empresas que controlam redes sociais muitas vezes disponibilizam
dados, incluindo a rede de relacionamento entre seus usudrios, removendo a
identidade deles para preservar sua privacidade. Este trabalho define e avalia
uma metodologia de duas fases para revelar relacionamentos entre usudrios de
uma rede social. Na primeira, nos (usudrios) artificiais sdo inseridos e conecta-
dos a um grupo de usudrios vitimas. A segunda fase identifica os nos artificiais
na rede anonimizada e revela os relacionamentos entre os usudrios vitimas. Os
algoritmos foram implementados e os resultados indicam que eles sdo eficientes
em revelar os relacionamentos entre vitimas, quebrando sua privacidade.

1. Introducao

Redes sociais vém sendo usadas por uma quantidade crescente de servigos na Web. Um
aspecto importante € a privacidade dos usudrios e, em particular, os relacionamentos for-
mados entre eles. Tal informacdo (arestas da rede social) geralmente nio € publica e
pertence as empresas que operam O Servigo.

Entretanto, dados de usudrios de redes sociais sdo ocasionalmente disponibili-
zados para a realizacdo de estudos e melhorias dos servicos prestados (como o caso do
Prémio Netflix). Porém, para que a privacidade dos usudrios seja preservada, os dados sdo
anonimizados, removendo a identificacdo dos usudrios (como trocar o nome dos usudrios
por um cédigo aleatdrio) e gerando uma rede anonimizada isomorfica a rede original.

Neste contexto surgem ataques de quebra de privacidade, que visam desvendar
a identidade de alguns usudrios em redes sociais anonimizadas e, consequentemente, 0s
relacionamentos entre eles. Este trabalho define e analisa uma metodologia de ataque
ativo de duas fases, generalizando e avaliando empiricamente uma metodologia proposta
recentemente [Backstrom et al., 2007], que vem sendo muito estudada. A primeira fase
ocorre antes da rede ser disponibilizada, na qual o atacante cria nds (usudrios) artificiais
na rede social e conecta tais nds aos usuarios vitimas, além de criar conexdes entre 0s
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proprios nés artificiais. Na segunda fase o atacante procura pelos nds criados na rede
anonimizada, identificando os n6s vitimas a partir de suas conexdes com os nos criados e,
consequentemente, revelando os relacionamentos (arestas) entre os nds vitimas. Existem,
portanto, trés conjuntos de nds importantes: nds vitimas, usudrios da rede social que fo-
ram escolhidos para ter a privacidade violada; nés nao vitimas, outros usudrios da mesma
rede social; nds atacantes, nos artificiais adicionados na rede para conduzir o ataque.

2. Criacao e conexao dos nos atacantes

Nos atacantes s@o usados para a identificacao dos relacionamentos entre nds vitimas na
rede anonimizada, sendo criados e inseridos na rede social antes da anonimizacao. Iremos
assumir que o atacante conhece a identidade de todos os nds antes da rede ser anonimi-
zada, entretanto ndo conhece o grau destes nos ou as arestas incidentes a eles. Ou seja, o
atacante conhece apenas as arestas que ele cria, que incidem sobre n6s por ele criado (nds
atacantes) e em outros nds (usudrios) da rede. A Figura 1 ilustra os grafos apds a criagao
dos nds e arestas artificiais, antes (esquerda) e depois (direita) da anonimizacao. O grafo
da esquerda apresenta os nds atacantes ay, ..., as, 0s nds vitimas vy, v1, vértices da rede
ndo vitimas ug, 11 € as novas arestas, incidentes aos nos atacantes, em linhas pontilhadas.

Figura 1. Grafo apos a criacao de nds e arestas artificiais, antes e depois da
anonimizacao, que gera um identificador aleatério para cada né.

2.1. Criacao dos nos

Cada n¢ vitima precisa estar conectado a um subconjunto unico de nds atacantes, com-
posto por ao menos dois nds, para ser reconhecido. Ou seja, € preciso que nds vitimas
se conectem a nds atacantes de maneira tnica, de forma que ao identificar o conjunto de
nds atacantes identificamos também cada n6 vitima. Considerando o caso em que todos
os nos do grafo original, de tamanho n, estdo sendo atacados, o nimero de nds atacantes
precisa ser ao menos [log, | + 1, de forma a termos n subconjuntos distintos de nds ata-
cantes, de tamanho minimo 2. Neste trabalho, sdo criados s = 2[log, n| nds atacantes e
o fator de 2 foi escolhido arbitrariamente para facilitar a busca por subconjuntos distintos.

2.2. Criacao das arestas

E preciso identificar os nds atacantes no grafo anonimizado, formado pelo grafo original
mais os nds e arestas artificialmente adicionados, para o ataque funcionar. Portanto, o
subgrafo induzido pelos atacantes (ay,. . ., as_1) serd criado com propriedades especificas.

1. Criagdo das arestas entre nés atacantes: toda aresta do tipo (a;, a;,1) € criada. As
demais arestas s@o criadas aleatoriamente: a aresta entre cada par (a;, a;), sendo
i < (j + 1), é criada com probabilidade 1/2. Essa configura¢do foi escolhida
devido a propriedade do modelo de Erdds-Rényi, pois com p = 1/2 todos os
possiveis grafos t€m a mesma probabilidade de serem gerados.
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2. Criagdo das arestas entre nos atacantes e vitimas: um nimero bindrio b de s digitos
€ criado e inicializado com 0, em que cada digito representa um né atacante. Para
cada né vitima € verificado se existem ao menos dois digitos 1 em b. Caso posi-
tivo, para cada posi¢ao contendo 1, uma aresta € criada entre o n6 atacante corres-
pondente e o nd vitima em questdo. Em seguida, b € acrescido em uma unidade
bindria. Caso nao possua pelo menos duas posi¢des com o valor 1, apenas a soma
acontece. Esse processo € repetido para cada né vitima. Dessa forma, é garan-
tido que todo né vitima estard conectado a pelo menos dois nos atacantes e que
nenhum outro né vitima estard conectado a exatamente os mesmos nos atacantes.

3. Criagdo das arestas entre nds atacantes € ndo vitimas: esse processo € feito para
aumentar a aleatoriedade do subgrafo de nos atacantes, diminuindo as chances de
encontrar um isomorfismo deste subgrafo induzido na rede divulgada. Para cada
nd atacante, um nimero g maior ou igual ao seu grau atual € gerado aleatoria-
mente. Cada n6 atacante se conecta a nés ndo vitimas até atingir grau igual a g.
Entretanto, cada n6 ndo vitima s6 pode se conectar a um né atacante, de modo a
jamais ser confundido com um né vitima, que € conectado a pelo menos dois nds
atacantes. Este processo € interrompido caso ndo existam mais nds nao vitimas
para conectar aos nds atacantes.

2.3. Deteccao de Automorfismos

Ao final do procedimento acima, o algoritmo faz uma busca para verificar a possivel
existéncia de automorfismos no subgrafo de atacantes que foi criado, o que impossibilita
a identificacdo correta destes nds no grafo anonimizado. Caso um possivel automorfismo
seja identificado, a criacdo de nds e arestas descrita acima € refeita.

O algoritmo para procurar por possiveis automorfismos possui uma complexidade
polinomial e foi inspirado em ideias propostas recentemente [Hay et al., 2008]: utilizar
o grau e a sequéncia parcial de grau dos vizinhos de cada né atacante. Este algoritmo
analisa se existem dois nds atacantes com mesmo grau e com sequéncia de grau dos
vizinhos atacantes que seja majorada pela outra. Esta andlise é uma condi¢do necessdria
para a existéncia de um automorfismo entre os nds atacantes, mas nao suficiente. Caso
positivo, o processo de criacdo de arestas incidentes a nds atacantes € refeito.

3. Identificacao dos nds atacantes e vitimas

Para encontrar os relacionamentos entre nds vitimas na rede anonimizada basta identificar
todos os nds atacantes, uma vez que cada nd vitima estd conectado a um subconjunto
distinto de nds atacantes. Consequentemente, nds vitimas também serdo identificados,
assim como seus relacionamentos, presentes na rede anonimizada.

O algoritmo procura nés atacantes respeitando o ciclo de arestas (a;, a;1), inici-
ando por qg e utilizando duas informacdes de cada n6 atacante: seu grau e sequéncia de
grau dos vizinhos que sdo nds atacantes. Uma lista de arvores € utilizada e cada arvore
representa um possivel subgrafo formado por nés atacantes. Para encontrar ag, 0 processo
identifica todos os nds u do grafo anonimizado que tem o mesmo grau de a( e sequéncia
de grau dos nds atacantes adjacentes a ag contida na sequéncia de grau dos nds vizinhos
de u. Caso positivo, uma nova arvore com raiz u € criada. Os filhos v de u s@o todos
os vértices vizinhos de © que tem o mesmo grau de a; e sequéncia de grau dos vizinhos
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atacantes de a; contida na sequéncia de grau dos vizinhos de v. A busca entdo avalia
cada n6 folha f, que representa um possivel a;, sendo 7 sua altura na arvore. Para cada
f, o processo segue as regras de busca definidas nos passos anteriores nos vizinhos de f,
procurando por a;,1. Se ndo encontrar nos vizinhos de f um possivel a; 1, f € removido
da arvore. Uma vez removido, o algoritmo analisa se o pai deste n6 na arvore virou fo-
lha. Caso positivo, ele também é removido e o processo continua subindo na drvore até
encontrar um né ndo folha ou a raiz.

O processo € bem sucedido se ao final da busca existe uma unica arvore com s
noés, na forma de um grafo linha, identificando assim os nds atacantes ay, ..., as_1. Caso
contrério, o subgrafo de nds atacantes possui um automorfismo ou isomorfismo com outro
subgrafo induzido do grafo e o processo de identificagdo dos nos atacantes falha.

4. Resultados

Os algoritmos descritos neste artigo foram testados em redes geradas a partir de dois
modelos de grafos aleatérios, Erdos-Rényi e Barabdsi-Albert, e em trés redes reais
[Leskovec and Krevl, 2018], de tamanhos variando entre 1000 nés e 5000 arestas até 7115
nos e 100762 arestas. Foram definidos diversos conjuntos de nds vitimas, de tamanhos
entre 2 e o numero de nds na rede. Para cada rede e conjunto de vitimas, 50 execucdes
do algoritmo foram realizadas. No total, o procedimento de quebra de privacidade foi
executado 20800 vezes em um Macbook Pro, com processador Intel core i7 e 8 Gb de
memoria RAM, sendo apresentadas algumas médias de tempos de execugdo na tabela 1.
Em apenas 28 casos ndo foi possivel identificar os relacionamentos entre os nos vitimas,
tendo sido todas as falhas causadas por isomorfismos entre o subgrafo de nds atacantes e
subgrafos do grafo anonimizado, isto €, ns do grafo original foram confundidos com nés
atacantes. Esse resultado indica que o processo de detec¢ao de automorfismos foi capaz
de evitar este tipo de falha, uma vez que nao aconteceu em nenhuma das execugdes feitas.

Nuimero de N6s no Grafo Original - N6s Vitimas | Média do Tempo de Execucao
1000 - 500 1.7 segundos

1000 - 900 1.9 segundos

4039 - 1000 1.3 segundos

4039 - 4039 7.5 segundos

6301 - 1000 0.8 segundos

6301 - 4250 7.2 segundos

6301 - 6301 14.2 segundos

Tabela 1. Tempo de execucao do algoritmo proposto em diferentes cenarios
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Resumo. Dado um grafo G, sejam vc(G) e vet (G) os tamanhos de uma cober-
tura minima de vértices e de uma mdxima cobertura minimal de vértices, re-
spectivamente. Dizemos que G é bem coberto se vc(G) = vet(G) (ou seja,
todas as coberturas minimais sdo minimas). E coNP-completo decidir se
um grafo é bem coberto. Nesse artigo, obtemos algoritmos FPT de tempos
O0*(2%°) e O*(1.4656"") para decidir se um grafo é bem coberto, parametriza-
dos por vc(G) e ve™ (G), respectivamente, melhorando resultados de Boria et
al. em 2015. Também obtemos algoritmo FPT parametrizado por o(G) =
n—uvc(G) em grafos d-degenerados, que inclui grafos com genus limitado (como
grafos planares) e grafos com grau mdximo limitado. Finalmente usamos a
decomposicdo primeval para obter algoritmo linear para grafos P,-laden esten-
didos e grafos (q, q—4), que é FPT parametrizado por q, melhorando resultados
de Klein et al. em 2013.

1. Introducao

Seja G = (V,FE) um grafo e C,I C V. Dizemos que C & cobertura se toda aresta
de GG tem extremidade em C' e que [ € independente se todos os vértices em [ sdo nao
adjacentes entre si. Sabe-se que C' é cobertura se e somente se V' — C' é independente.
Seja vc(G) o tamanho de uma cobertura minima e a(G) = n—wvc(G) o tamanho do maior
conjunto independente de G. Um grafo é bem coberto se todas coberturas minimais sao
minimas (ou também se todos conjuntos independentes maximais sdo maximos). Grafos
bem cobertos foram introduzidos em 1970 por [Plummer 1970]. Sao interessantes pois o
algoritmo guloso que gera um conjunto independente maximal sempre gera um conjunto
independente méaximo (e também uma cobertura minima). Porém, decidir se um grafo é
bem coberto € coNP-completo mesmo em grafos livres de K 4 [Caro et al. 1996].

Nesse artigo, investigamos esse problema com relagdo a sua complexidade
parametrizada e obtemos algoritmos FPT de tempos O*(2%°) e O*(1.4656“C+) para de-
cidir se um grafo é bem coberto, parametrizados por vc(G) e vt (G), respectivamente,
melhorando resultados de Boria et al. em 2015 [Boria et al. 2015]. Também obtemos al-
goritmo FPT parametrizado por a(G) = n — ve(G) em grafos d-degenerados, que inclui
grafos com genus limitado (como grafos planares) e grafos com grau méaximo limitado.

Finalmente estudamos a boa cobertura de grafos com poucos P,’s. Em
[Klein et al. 2013], a boa cobertura de muitas classes de grafos com poucos P,’s foi inves-
tigada, como os cografos, Pj-esparsos, P;-lite e P,-tidy. Nesse artigo, também obtemos
algoritmo linear para grafos P;-laden estendidos e grafos (g, ¢ — 4), que sdo superclasses
dessas classes (ver Figura 1). Esse algoritmo é FPT parametrizado por q.
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‘ P,-laden estendido ‘

‘ Py-tidy ‘ Py-laden ‘ grafo (7,3)

‘ P,-extensivel ‘ ‘ Py-esparso estendido ‘ Py-lite ‘

‘ Py-redutivel estendido ‘ ‘ Py-esparso ‘

P,-redutivel
Cografo

Figure 1. Hierarquia das classes investigadas. Em cinza, as classes investigadas
em [Klein et al. 2013].

2. Boa cobertura de grafos com poucos P;’s

Cografo € um grafo sem P, induzido. Um grafo é P,-esparso se todo grupo de 5 vértices
induz no méaximo um P,. Dado ¢ > 4, um grafo é (¢, ¢ — 4) se todo grupo de no maximo
q vértices induz no maximo ¢ — 4 P,’s. Cografos e P;-esparsos sdo exatamente os grafos
(4,0) e (5,1). Em [Babel et al. 2001], foram obtidos algoritmos lineares para varios prob-
lemas de otimizagdo em grafos (¢, ¢—4). Um grafo é P,-laden estendido se todo subgrafo
induzido de no méximo 6 vértices é livre de {2K5, Cy} ou contém dois P,’s induzidos
[Giakoumakis 1996]. Uma motivacdo para obter algoritmos em Pj;-laden estendidos e
grafos (q,q — 4) é por eles estarem no topo de uma hierarquia bem conhecida de grafos
com poucos Py’s, como Pj-lite, Pyj-laden e P;-tidy (Figura 1). Em [Klein et al. 2013],
foram obtidos algoritmos lineares para reconhecer grafos P;-tidy bem cobertos. Usando
a decomposi¢do primeval dos Py-laden estendidos e dos grafos (g, ¢ — 4), obtemos:

Teorema 1 Seja G um grafo e ¢ > 4. Se G é (q,q — 4) ou Py-laden estendido, € possivel
decidir se G é bem coberto em tempo linear O(2%¢* - (m + n)).

3. FPT parametrizado por vc(G) e ve™ (G)

Um problema de decisao em uma classe de grafos C é tratdvel com pardmetro fixo (FPT)
em algum pardmetro £ = k(G) em tempo O(n°) (para uma constante ¢) se existe algo-
ritmo em tempo O(f(k) - n°) que o resolve para qualquer grafo G de C, onde f ¢ uma
fungdo que depende apenas de k = k(G). Nesse caso, dizemos que o tempo é O*(f(k)).

Em 2015, [Boria et al. 2015] obtiveram algoritmo FPT de tempo O*(1.5397”C+)
para computar vet (G), que pode ser usado para decidir se um grafo é bem coberto. No
teorema abaixo, nds estendemos esse resultado.

Teorema 2 E possivel decidir se um grafo é bem coberto em tempo O*(1.4656”C+).

Em 2015, [Boriaetal. 2015] também obtiveram algoritmo FPT de tempo
0*(2.8284"¢) para computar vc™ (G). No teorema abaixo, estendemos esse resultado para
um algoritmo FPT de tempo melhor O*(2"¢) que enumera todas as coberturas minimais
de um grafo.
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Teorema 3 E possivel enumerar todas as coberturas minimais de vértices de um grafo
em tempo O*(2"°).

Prova: [Esboco] Seja C' uma cobertura minima de vértices de G. Logo toda aresta
tem uma extremidade em C. Entdo, para toda particdo de C' em dois conjuntos A e B
(AUB =C, AN B = (), temos que (AU N(B)) \ B é uma cobertura de GG se ndo existe
aresta com ambas as extremidades em B. Além disso, para toda cobertura minimal C” de
G, A=CnC"eB=C)\C'formam uma particao de C' tal que C' = (AU N(B)) \ B,
pois C"\ C' C N(B) (visto que C’ é uma cobertura e ¢ minimal). Portanto, podemos
enumerar todas as coberturas minimais de G verificando para cada parti¢do (A, B) de C
se (AU N(B)) \ B ¢ uma cobertura minimal de G. Note que é possivel verificar se um
conjunto é uma cobertura minimal em tempo O(m -+ n). Como existem 2!/ particdes de
C, |C| = ve(G) e é possivel obter uma cobertura minima C' em tempo O(2% - (m + n)),
o resultado segue. U

4. FPT parametrizado por a(G) = n — vc(G)

A treewidth local [Eppstein 2000] de um grafo GG € a fun¢ao ltwg : N — N que associa
a cada r € N a treewidth maxima de uma r-vizinhanga de G. Ou seja, ltwg(r) =
max,cv () {tw(G[N,(v)]}, onde N,(v) é o conjunto de vértices a distdncia no maximo
r de v. Dizemos que uma classe C de grafos tem treewidth local limitada se existe uma
fungdo feo : N — N tal que, para todo G € Cer € N, ltwg(r) < fe(r). Sabe-se
que grafos com genus limitado e grafos com grau méximo limitado tem treewidth local
limitada [Eppstein 2000]. Em particular, [twg(r) < A(G)" e, se G é planar, ltwg(r) <
3r — 1 [Bodlaender 1998]. Nos provamos o seguinte:

Teorema 4 Decidir se um grafo é bem coberto é FPT parametrizado por o(G) = n —
ve(G) em tempo O(n?) para grafos com treewidth local limitada.

Prova: [Esboco] Seja WellCovy a seguinte formula 16gica de 1°-ordem que é ver-
dadeira se e s6 se G ndo tem dois conjuntos independentes X e Y com |X| = k,
Y| =k —1eY sendo maximal:

WellCovy = Vo1, ..., 26 YY1, . Yb_1 ( /\ xi#x]) A Indep({x1,...,2x})

1<i<j<k

— ﬂ(Indep({yl, ooy Yk—1}) A Mazimal({y, . .. ,yk_l}),

onde Indep(X) :=Va,y(r € X Ny € X) = —E(z,y) e Maximal(X) := Yy3x(y &
X) — (x € X) A E(x,y). Note que, se G ndo é bem coberto, entdo existem conjuntos
independentes X e Y com 2 < | X| < a, |Y]| = | X| — 1 e Y sendo maximal. Assim, seja
WellCov a férmula 16gica de 1°-ordem que é verdadeira se e s6 se G' € bem coberto:

WellCov = /\ WellCovy,.

2<k<a
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Como WellCov contém no méaximo «? varidveis, temos pelo Teorema de Frick-
Grohe (veja [Flum and Grohe 2006]) que o problema de decidir a boa cobertura ¢ FPT
parametrizado por o(G) em tempo O(n?) para grafos com treewidth local limitada.  [J

Podemos obter algoritmos FPT especificos (parametrizados por a((G)) para grafos
d-degenerados, como grafos planares ou grau maximo limitado. Um grafo é d-degenerado
se todo subgrafo induzido tem um vértice com grau no maximo d. A degenerdncia de G
¢ o menor d tal que G é d-degenerado. Por exemplo, grafos periplanares, grafos planares
e grafos com grau maximo A tem degenerancia no maximo 2, 5 e A, respectivamente.

Teorema S O problema de decidir se um grafo é bem coberto é FPT parametrizado por
a = a(G) = n —ve(G) em tempo O((d+ 1)* - (m + n)) para grafos d-degenerados,
para todo d > 0. Além disso, o tempo é O(7* - (m + n)), se G tem genus limitado.

Prova: [Esboco] Seja G um grafo d-degenerado. O algoritmo usa uma arvore de busca
com altura «(G) em que cada né tem um grafo associado. A raiz da drvore representa
o grafo G. Uma folha é um né com altura o(G) ou com grafo associado vazio. Seja
h um né nao-folha. Ramificamos h de acordo com um vértice v com grau minimo no
grafo associado de h. Seja N[v] = {ui,...,us}, onde ¢ = |N[v]| < d+ 1. Ond h terd
¢+ 1 filhos hy, ha, ..., hy na drvore. No né filho h; (1 < i < ¢), remova Nu;| do grafo
associado, que também € d-degenerado. Se existem duas folhas com diferentes alturas,
retorne NAO (pois GG tem conjunto independente maximal que nio é maximo). Caso
contrdrio, retorne SIM. Note que a altura da drvore é no maximo «(G) e cada né tem no
maximo d + 1 filhos. Portanto, a drvore tem no maximo (d + 1)* nds e o tempo total é
O((d+1)* - (m +n)), pois cada n6 leva tempo O(m + n). O
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Abstract. The tree-width of an undirected graph G is a measure of how similar
G is to a tree. An analogous definition is also known for directed graphs. For
constant k, we improve on a known result and show an FPT algorithm that
decides whether the tree-width of a directed graph D is at most 3k — 2 or if it
admits a haven of order k.

Resumo. A largura em drvore de um grafo ndo-direcionado G é uma medida
de qudo similar G é de uma drvore. Uma definicdo andloga também é conhe-
cida para grafos direcionados. Para k constante, nés melhoramos um resultado
conhecido mostrando um algoritmo FPT, com pardmetro k, que decide se a lar-
gura em drvore de um grafo direcionado D é no mdximo 3k — 2 ou se D admite
um refiigio de ordem k.

Parametros de largura em grafos podem ser vistos como uma estimava de quao
similar um grafo é de uma estrutura tipica. Muitos problemas conhecidamente dificeis
podem ser eficientemente resolvidos em grafos com parametros de largura limitados,
seja fazendo uso de técnicas cldssicas de construcdo de algoritmos, como programagdo
dinamica, ou enunciando o problema em légica monadica de segunda ordem, como afir-
mado pelo Teorema de Courcelle [Courcelle 1990]. O foco deste trabalho é em largura
em arvore de grafos direcionados. Aplicagdes de algoritmos baseados em decomposi¢ao
em arvore vao de problemas de alocacdo de frequéncia [Koster et al. 1999] ao problema
do caixeiro viajante [Cook and Seymour 2003].

Foi mostrado que grades sdo estruturas bloqueadores para largura em arvore em
grafos nao-direcionados. Como a largura em arvore de uma grade completa k X k
¢ k, a largura em 4rvore de um grafo ndo-direcionado deve ser pelo menos a ordem
da maior grade nele contido como um grafo menor. [Robertson and Seymour 1986]
mostraram que existe uma fung¢do computavel f : N — N tal que todo grafo nio-
direcionado de largura em drvore pelo menos f(k) contém uma grade k X k como
um grafo menor. Este resultado, conhecido como o Teorema da grade, é fundamen-
tal no estudo de parametros de largura em grafos nao-direcionados. A partir dele, foi
criado um campo de estudo conhecido como teoria da bidimensionalidade, introduzido
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em [Demaine et al. 2005], pelo qual os autores receberam o prémio Nerode 2015. A
teoria da bidimensionalidade foi usada como base para algoritmos aproximativos, su-
bexponenciais, esquemas de aproximagdo em tempo polinomial e kernelizagdes para um
grande nimero de problemas dificeis em grafos que excluem um grafo menor fixo. Estes
incluem o problema de conjunto de vértices de retroalimentac¢io, conjunto dominante, em-
parelhamento minimo maximal e conjunto independente, entre outros. Para alguns exem-
plos, encaminhamos o leitor para [Demaine et al. 2005, Demaine and Hajiaghayi 2004,
Fomin et al. 2010, Fomin et al. 2011].

Dado o sucesso alcancado no estudo de parametros de largura para proble-
mas em grafos ndo-direcionados, ndo € surpresa que haja interesse em encontrar
defini¢cOes andlogas para grafos direcionados. Em particular, algumas foram propos-
tas para largura em drvore em grafos direcionados ([Johnson et al. 2001, Reed 1997],
por exemplo). Um resultado andlogo ao Teorema da grade, que permaneceu como
uma conjectura aberta de [Reed 1999] e [Johnson et al. 2001] por quase 20 anos,
foi provado recentemente para grafos direcionados. Foi mostrado que as estrutu-
ras bloqueadoras para largura em &4rvore grande em grafos direcionados sdo grades
cilindricas [Kawarabayashi and Kreutzer 2015]. Um exemplo de grade cilindrica de
ordem 4 é dado na Figura 1. Neste trabalho consideramos as defini¢des contidas
em [Johnson et al. 2001]. Detalhamos estas abaixo para fins de completude. Deste ponto
em diante, utilizamos D para representar um grafo direcionado.

=
2

Figura 1. Grade cilindrica de ordem 4.

\

=

A

Definicao (Conjuntos Z-normais). Seja Z um subconjunto de V(D) e S C V(D) — Z.
Dizemos que S é Z-normal se ndo existe passeio direcionado em D \ Z com ambas as
extremidades em S que utilize um vértice de D \ (Z U S).

Seja R uma arborescéncia. Para {r,7'} C V(R), escrevemos 1’ > rser’ # re
existe um caminho direcionado em R de r para . Ademais, se ¢ é uma aresta de R com
cabega r, escrevemos 1’ > e se r’ = r our’ > r. Se e incide em r, escrevemos e ~ r.
Definicao (Decomposi¢do arbdrea). Uma decomposi¢do arbérea de D é um trio
(R, X, W) onde R é um arborescéncia, X ={X.:e€ E(R)}eW ={W,:r € V(R)}

sdo tais que

1. X, e W, sdo subconjuntos de V (D), paratoda e € E(R) er € V(R);
2. {W, :r € V(R)} é uma parti¢do de V(D) em conjuntos ndo-vazios;
3. see € E(R), entdo | J{W, : r € V(R),r > e} é X.-normal.

158



Anais do III Encontro de Teoria da Computagdo (ETC)

A largura de (R, X, W) é o menor inteiro k tal que, para todo r € V(R),

Wou (Xl <k+1

e~T

A largura em drvore de D é o menor inteiro k tal que D admite uma decomposicdo

arborea de largura k.
Definicao (Refigio). Um refigio de ordem k em D é uma funcdo [ atribuindo a todo

conjunto de vértices Z C V (D), com |Z| < k — 1, o conjunto de vértices 3(Z) de uma
componente fortemente conexa de D \ Z de tal forma que se Z' C Z C V(D), entdo
8(2) € 8(Z).

Em [Johnson et al. 2001] foi mostrada uma relagdo min-max entre refugios e
decomposicoes em arvore de grafos ndo-direcionados.
Teorema 1. Seja G um grafo ndo-direcionado e k > 0 um inteiro. Entdo G admite um
refiigio de ordem k se e somente se G tem largura em drvore maior ou igual a k — 1.

Para o caso direcionado, sabemos que apenas a condi¢do necessdria
do Teorema 1 apresenta uma cota inferior tdo justa quanto no caso nao-
direcionado [Johnson et al. 2001]. Para a suficiéncia, um resultado aproximativo € dado
também em [Johnson et al. 2001].

Teorema 2. Seja D um grafo direcionado e k um inteiro ndo-negativo. Existe um algo-
ritmo polinomial, para k constante, que decide se D tem largura em drvore no mdximo
3k — 2 ou admite um refiigio de ordem k.

Adaptando o algoritmo do Teorema 2 com técnicas baseadas em separadores in-
troduzidas em [Chen et al. 2007, Chitnis et al. 2011, Erbacher et al. 2014], melhoramos
este resultado mostrando que o problema € tratavel por parametro fixo com parametro k.
Teorema 3 (Resultado principal). Seja D um grafo direcionado e k um inteiro ndo-
negativo. Existe um algoritmo FPT com pardametro k que decide se D tem largura em
drvore no mdximo 3k — 2 ou admite um refiigio de ordem k.
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Resumo. Um grafo do tipo prisma complementar GG surge da unido disjunta
do grafo G e do seu complementar G e a adi¢do de um emparelhamento perfeito
entre os vértices correspondentes em G e G. Os problemas cldssicos determi-
nar se no grafo existe uma clique de ordem k e determinar se no grafo existe um
conjunto independente de ordem k sdo provados NP-completos quando o grafo
de entrada é um prisma complementar. Neste trabalho, estudamos a comple-
xidade de ambos os problemas em grafos prismas complementares sob a dtica
da complexidade parametrizada. No6s provamos que estes problemas possuem
um nicleo e, portanto sdo Tratdveis por Parametro Fixo (FPT). Em seguida,
mostramos que ambos ndo admitem niicleo polinomial.

Abstract. The complementary prism GG arises from the disjoint union of the
graph G and its complement G by adding the edges of a perfect matching joining
pairs of corresponding vertices of G and G. The classical problems of graph
theory, clique and independent set were proved NP-complete when the input
graph is a complemantary prism. In this work, we study the complexity of both
problems in complementary prisms graphs from the parameterized complexity
point of view. First, we prove that these problems have a kernel and therefore
are Fixed-Parameter Tractable (FPT). Then, we show that both problems do not
admit polynomial kernel.

1. Introducao

Fazendo uma alusdo ao conhecido prisma, um prisma complementar é composto por
duas bases: um grafo G e o seu complementar G. A unifio destas bases é dada através
de um emparelhamento perfeito entre os vértices correspondentes em G e G. Os pris-
mas complementares foram introduzidos na ultima década por [Haynes et al. 2007]. Em
[Duarte et al. 2017] foram analisadas as complexidade de cliques, conjuntos independen-
tes, k-dominagao e P3-convexidade em prismas complementares. Em [Duarte et al. 2017]
foi provado que tanto o problema da clique quanto o problema dos conjuntos independen-
tes sdo NP-completos para esta classe de grafos.

Neste artigo, investigamos os problemas das cliques e dos conjuntos indepen-
dentes em grafos prismas complementares sob a 6tica da complexidade parametrizada.
Devido a restricdes de espago, todas as provas serdo omitidas.

2. Definicoes e Notacoes

Nesta se¢do serdo apresentados os principais conceitos e notacdes utilizados neste traba-
lho.
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Grafos: Utilizamos as notagdes e conceitos padroes de teoria dos grafos e quaisquer
notagdes ou conceitos ndo definidos podem ser encontrados em [Bondy and Murty 1976].
Grafo G é um par ordenado (V(G), E(G)), onde V(G) é um conjunto finito de vértices
e E(G) um conjunto de arestas formadas por pares de vértices. Denotaremos por G 0
complemento de um grafo G. G é composto pelo mesmo conjunto de vértices de G e
pelo conjunto de arestas complementares de G. Isto é, se a aresta uv existir em G, ela ndo
existird em (7, logo os vértices u e v ndo serdo adjacentes em G. Entretanto, se os vértices
u e v ndo sdo adjacentes em (, existird a aresta uv em G. O niimero de vértices de um
grafo GG € dito ser a ordem ou cardinalidade de G. Um subgrafo de um grafo G € um
grafo H tal que V(H) C V(G) e E(H) C E(G), denotado por H C G. Um subgrafo H
¢ um subgrafo induzido de G por um subconjunto X C V(G) (representado por H[X])
se, para qualquer par de vértices x e y de H, xy € uma aresta de [ se e somente se xy for
uma aresta de G. Clique é um subgrafo induzido completo, isto é, cada par de vértices
desse subgrafo é conectado por uma aresta. Denotaremos por k£-CLIQUE o problema de
encontrar uma clique de tamanho k& em um grafo GG. Conjunto independente de um grafo
G é um subconjunto S de vértices de GG tal que em S ndo existem dois vértices adjacentes.
Denotaremos por £-CONJUNTO INDEPENDENTE o problema de encontrar um conjunto
independente de tamanho £ em um grafo GG. Grafos split sdo grafos cujo conjunto de
vértices pode ser particionado em 2 subconjuntos distintos: um conjunto independente e
uma clique. Denotamos como k-SPLIT o problema de determinar se um grafo GG possui
um subgrafo split H. Denotaremos por k-RAMSEY o problema de encontrar uma clique
de tamanho £ ou um conjunto independente de tamanho k£ em um grafo GG. Tal problema
ndo admite niicleo polinomial a menos que NP C coN P/poly.

Complexidade Parametrizada: As defini¢cOes e conceitos basicos de complexidade pa-
rametrizada podem ser encontrados em [Cygan et al. 2015]. Um problema parametrizado
I1(k) é chamado Tratavel por ParAmetro Fixo (Fixed Parameter Tratable (FPT)) se existe
um algoritmo A (chamado algoritmo FPT) que computa corretamente qualquer instancia
I = (x, k) onde y denota o tamanho da entrada e decide se / € uma insténcia sim ou ndo
em tempo f(k).|x|°™") para alguma funcdo computdvel f. Dessa maneira, se k é definido
com um valor pequeno, o crescimento da fungdo em relagdo a y € pequeno.

A kerneliza¢ao ou redu¢ao a um nicleo é uma poderosa técnica comumente uti-

lizada na obtencao de algoritmos FPT para problemas parametrizados. A técnica consiste
em reduzir uma instdncia / parametrizada a uma nova instincia equivalente [’ tal que
I’ de alguma forma € limitada pelo pardmetro k. A instincia reduzida I’ é chamada de
kernel ou niicleo. O nicleo de um problema parametrizado é formalmente definido a
seguir:
Definicao 1. Nucleo: Seja I1(k) um problema parametrizado. 11(k) possui um niicleo se
para toda instiancia I = (x, k) existe um algoritmo A executdvel em tempo polinomial
que fornece como saida uma instancia equivalente I' = (x, k') tal que k' < g(k) para
alguma fungdo computdvel g.

O ponto chave na técnica de reducdo a um nucleo € o tamanho do nicleo em
relacdo ao parametro onde busca-se encontrar 0 menor nucleo ja que possibilita o de-
senvolvimento de um algoritmo FPT mais eficiente. Para demonstrar o limite inferior
no tamanho do kernel, usamos uma Transformagao Polinomial Parametrizada, chamada
PPT-reducgdo. Tal redugdo € definida a seguir.

Definicao 2. PPT-reducio: Seja I1(k) e II'(k') dois problemas parametrizados onde
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k' < g(k) para alguma funcdo polinomial g : N — N. Uma PPT-redugdo de 11(k) a
ITI'(K") € uma redugdo R tal que:

(i) Para toda instdncia I = (x, k), temos que I € 11(k) se e somente se R(I) €
IT'(K');
(ii) R é computdvel em tempo polinomial em relacdo a k.

3. Resultados

Nesta secdo provamos que tanto k-CLIQUE quanto £-CONJUNTO INDEPENDENTE sdo
FPT’s e ndo admitem ntcleo de tamanho polinomial.

3.1. Tratabilidade Parametrizada

Afim de provar que k-CLIQUE e k-CONJUNTO INDEPENDENTE sdo FPT quando o grafo
de entrada é GG e o parametro € o tamanho da solugdo k, utilizamos o conhecido limite
superior do nimero de Ramsey (Teorema 1). No Teorema de Ramsey, dados inteiros
positivos k e [ existe um inteiro positivo R = r(k, [) tal que, em qualquer grafo com R de
vértices, sempre existe uma clique de tamanho £ ou conjunto independente de tamanho /.
Teorema 1. [Erdos and Szekeres 1935] Para todos inteiros positivos k e [, vale que:
E+1—-2

r(k,l) < < k1 )

Teorema 2. k-CLIQUE e k-CONJUNTO INDEPENDENTE sdo FPT quando o grafo de
entrada é GG e o pardmetro é o tamanho da solugdo k.

O Teorema 2, portanto, apresenta um nucleo para o problema k-CLIQUE ou k-
CONJUNTO INDEPENDENTE quando o grafo de entrada é um prisma complementar.
Dessa forma, ambos os problemas sio soluciondveis em tempo f(k).n®") e pertencem a
classe FPT.

3.2. Limite Inferior de Reducao a um Nicleo

Em complexidade parametrizada, um problema II(k) pertence a classe FPT se e somente
se I1(k) possuir um niicleo. Em geral esses niicleos obtidos possuem tamanhos expo-
nenciais, ou até pior, em relagdo ao parametro. Dessa forma, é natural para qualquer
problema FPT questionarmos qudao bom € o nucleo, ou mesmo se € possivel a obtencao
de um nucleo menor. Em geral busca-se um nticleo de tamanho polinomial, embora exis-
tam diversos resultados positivos sobre a existéncia de nicleos polinomiais ou até mesmo
lineares. Recentemente apareceram os primeiros resultados a respeito da inviabilidade
destes niuicleos [dos Santos and dos Santos Souza 2015].

Mostramos que embora k-CLIQUE e k-CONJUNTO INDEPENDENTE pertencam
a classe FPT quando parametrizados pelo tamanho da solucdo k, ambos ndo admitem
nucleo polinomial. Primeiramente provamos que problema k-CLIQUE ndo admite nicleo
polinomial através de uma PPT-reducdo do problema k-RAMSEY.
Teorema 3. k-CLIQUE quando o grafo de entrada é GG e o pardmetro é o tamanho da
solugdo k ndo admite niicleo polinomial, a menos que NP C coN P/poly.

Mostramos que o problema dos conjuntos independentes em grafos prismas com-
plementares também ndo admite nticleo polinomial (Corolério 6). Entretanto, diferente-
mente de cliques, os conjuntos independentes ndo sdo tdo bem comportados nos prismas
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complementares. Sendo assim, dividiremos essa demonstracdo em duas etapas. Na pri-
meira (Lema 4), é demonstrada uma PPT-redu¢@o do problema k-SPLIT para o problema
k-CONJUNTO INDEPENDENTE. A segunda (Teorema 5) demonstrada uma PPT-reducdo

do problema k-RAMSEY para o problema k’-SPLIT onde k' = 3k.
Lema 4. k-SPLIT quando parametrizado pelo tamanho da solugdo k é PPT-redutivel

ao problema k'-CONJUNTO INDEPENDENTE ftendo como grafo de entrada um prisma
complementar GG e parametrizado pelo tamanho da solucdo k' = k.

A reducgdo do problema k-RAMSEY para o problema %£-SPLIT € formalmente apre-

sentada a seguir:
Teorema 5. k-RAMSEY parametrizado pelo tamanho da solucdo k é PPT-redutivel ao

k'-SPLIT parametrizado pelo tamanho da solucdo k' = 3k.

Transitivamente a partir do Lema 4 e do Teorema 5 temos que k-CONJUNTO IN-

DEPENDENTE ndo admite nicleo polinomial. _
Corolario 6. £-CONJUNTO INDEPENDENTE quando o grafo de entrada é GG e o

pardmetro é o tamanho da solu¢do k ndo admite niicleo polinomial, a menos que

NP C coNP/poly.

4. Conclusoes e Consideracoes Finais

Neste trabalho, estudamos o problema de k-CLIQUE e k-CONJUNTO INDEPENDENTE
tendo como entrada a classe de grafos prisma complementar. Utilizando como ferramenta
a Teoria de Ramsey, provamos que tanto o problema £k-CLIQUE quanto o problema k-
CONJUNTO INDEPENDENTE em grafos prismas complementares pertencem a classe FPT
quando parametrizados pelo tamanho da solucdo k, ou seja, sdo Tratdveis por Parametro
Fixo. Além disso, através de PPT-reducdes mostramos que ambos os problemas nao
admitem nucleo polinomial. Finalmente, é interessante evidenciar que a inviabilidade
de nucleo polinomial para o problema k£-CONJUNTO INDEPENDENTE quando parame-
trizado pelo tamanho da solucdo % foi obtida de forma transitiva a partir do problema
intermedidrio £-SPLIT. Sendo assim, o problema de determinar se um grafo possui um
subgrafo split de cardinalidade k é FPT, e a menos que NP C coN P/poly, ndo admite
nucleo polinomial.
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Abstract. Tuza (1981) conjectured that the size T(G) of a minimum set of edges
that meets every triangle of a graph G is at most twice the size v(G) of a max-
imum set of edge-disjoint triangles of G. In this paper we verify this conjecture
for graphs with treewidth at most 6.

1. Introduction

In this paper, all graphs considered are simple and the notation and terminology are stan-
dard. A triangle transversal of a graph G is a set of edges of G whose deletion results in
a triangle-free graph; and a triangle packing of G is a set of edge-disjoint triangles of G.
We denote by 7(G) (resp. v((G)) the size of a minimum triangle transversal (resp. triangle
packing) of GG. In [Tuza 1981] the following conjecture was posed:

Conjecture (Tuza, 1981). For every graph G, we have 7(G) < 2v(G).

This conjecture was verified for many classes of graphs, in particular for pla-
nar graphs in [Tuza 1990], and tripartite graphs in [Haxell and Kohayakawa 1998]. A
set of tools for dealing with graphs that contain vertices of small degree was introduced
in [Puleo 2015] (Lemma 4), and Tuza’s Conjecture was verified for graphs with maximum
average degree less than 7, i.e., for graphs in which every subgraph has average degree
less than 7. In this paper, we extend this technique (Lemma 5) in order to prove Tuza’s
Conjecture for graphs with treewidth at most 6 (Theorem 6). The following example
(Figure 1) shows that there are graphs with treewidth at most 6 whose maximum average
degree is at least 7. So our result is not implied by the previous ones. (Conversely, note
that the £ x k grid has treewidth at least £ and maximum average degree at most 4.) Due
to space limitations, we present only a sketch of some proofs.

Figure 1. A graph with treewidth 6 and average degree 22/3.
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A rooted tree is a pair (T,r), where T is a tree and r is a vertex of 7.
Given t € V(T)), let Pr(t) be the unique path in 7' that joins r and ¢. If ¢’ is a vertex
in V(Pr(t)), then ¢’ is an ancestor of t. Every vertex in 7' that has ¢ as its ancestor is
called a descendant of t. If t # r, then the parent of t, denoted by p(t), is the ancestor
of ¢ that is adjacent to ¢t. The successors of t are the vertices whose parent is ¢, and we
denote the set of sucessors of ¢ by Sy(t). The height of t, denoted by hr(t), is the length
of a longest path that joins ¢ to a descendant of . When 7' is clear from the context, we
simply write S(t) and h(t). For a graph G and a vertex v of G, we denote by Ng(v) the
set of neighbors of v in G. When G is clear from the context, we simply write N (v).

A tree decomposition of a graph G is a pair (7', V), consisting of a tree 7" and a
collection V = {V, : t € V(T)} of bags V; C V(G), satisfying the following conditions:

(T Usevery Vi = VI(G);

(T2) for every uv € E(G), there exists a bag V; such that u, v € V};

(T3) if a vertex v is in two different bags V;,, V;,, then v € V, for every ¢ in the path
of T' that joins ¢, and ¢s.

The width of (T, V) is the number max{|V;| — 1 : t € V(T')}, and the treewidth tw(G)
of (G is the minimum width of any tree decomposition of G. We refer to the vertices of 7" as
nodes. If G is a graph with treewidth k, then we say that (T, V) is a full tree decomposition
of Gif |V} =k + 1foreveryt € V(T), and |V; N V| = k for every tt' € E(T). Every
graph has a full tree decomposition (see [Bodlaender 1998, Gross 2014]).

We say that a triple (V, T, r) is a rooted tree decomposition of a graph G if (V,T')
is a full tree decomposition of G, (T',r) is a rooted tree, and V; N Vo # Vi NV for
every t € V(T)\ {r} and ¢’ € S(t). Given a rooted tree decomposition (V,T,r) of a
graph G, and anode ¢ € V/(T') with ¢ # r, we say that the (unique) vertex v, € V; \ V)
is the representative of t.

Proposition 1. Every graph has a rooted tree decomposition.

Proposition 2. If t is a leaf of a rooted tree decomposition of a graph G and vy is the
representative of t, then Ng(y) C V.

2. Graphs with treewidth at most 6

A nonempty set Vo C V(G) is called reducible if there is a set X C F(G) and a set YV
of edge-disjoint triangles in G such that the following conditions hold: (i) |X| < 2|Y];
(17) every triangle containing a vertex of V4 has an edge in X; and (ii7) if uv € E(A)
for some A € Y, and u,v ¢ Vj, then uv € X. When V;, X, and Y satisfy the definition
above, we say that V; is reducible using X and Y. When G has no reducible set, we say
that G is irreducible. The following lemma comes naturally.

Lemma 3 ([Puleo 2015, Lemma 2.2]). Let G be a graph and Vy C V(G) be reducible
using X and Y. Let G' = (G — X) — Vo. If 7(G') < 2v(@), then 7(G) < 2v(G).

We say that a graph G is robust if, for every v € V(G), every component
of G[N(v)] has order at least 5. The following lemma (see [Puleo 2015, Lemma 2.7])
is an important tool in our proof. In what follows, the closed neighborhood N (u) U {u}
of a vertex u € V(@) is denoted by N[u| and A(G) is the maximum degree in G.

Lemma 4. If G is an irreducible robust graph and x, y € V (G), then the following holds.
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(@) if d(x) < 6, then A(G[N(2)]) < 1 and |E(G[N(x)])] # 2:
(b) ifd(z) < 6and d(y) < 6 then xy ¢ E(G);
(¢) ifd(x) =Tandd(y) = 6 then N[y] Z N[z,
(d) ifd(x) < 8andd(y) =5, then N[y] £ N|x].
In this paper we extend the result above to the following lemma.

Lemma 5. If G is an irreducible robust graph and x, y € V(G) are such that vy ¢ E(G
d(x), d(y) < 6, and |[N(z) U N(y)| < 7, then d(x) = d(y) = (z) NN (y)| =
and G|N(x)], G|N(y)] ~ K.

The following theorem is the main result of this paper.

Theorem 6. If G is a graph with treewidth at most 6, then 7(G) < 2v(G).

),
3,

Proof. Suppose, for a contradiction, that the statement does not hold, and let GG be a
minimal counterexample. It is not hard to check that |V (G)| > 8. We claim that G is
irreducible. Indeed, suppose that there is a set V; C V(@) that is reducible using X
and Y, and let G’ = (G — X) — Vj. Since G’ C G, we have tw(G’) < 6, and by
the minimality of G, we have 7(G’) < 2v(G’). Thus, by Lemma 4, 7(G) < 2v(G), a
contradiction. It is not hard to check that (G is also robust, and hence has minimum degree
at least 5.

By Proposition 1, G has a rooted tree decomposition (7, V), r). Since |V (G)| > 8,
we have |V(7T')| > 1, and hence there is a node ¢t € V(T') with h(t) = 1. Suppose
that S(t) = {t'}, and V; = {wvy, v1, vq, v3, 4, U5, Vs }, Where v, is the representative of ¢
if t # r. Since (T,V,r) is a rooted tree decomposition of (G, we may assume that
Vi = {uvg,v1, 09,03, 04,05, 2}, with z # vg. By Proposition 2, d(z) < 6, which im-
plies, that d(z) € {5,6}. Also, by Proposition 2 applied to G — z and ¢, we have
that Ng_,(v;) C V;. Thus d(v;) = |[N(ve)| < |Ng—o(ve)| + 1 < |V =T.

Suppose that d(v;) = 7. Now N[z] € Nlv] since d(z) € {5,6}, either by
Lemma 4(c) or by Lemma 4(d). But, since d(v;) = 7, note that v, is adjacent to x and
to every vertex in V; \ {v;}, hence N[z] C NJv], a contradiction. So we may assume
that d(v;) < 6, and hence v,z ¢ E(G) by Lemma 4(b). Since d(v;) > 5, there are at
least four neighbors of v in {vy, v, v3, vy, U5}, say v1, U2, vy, v5. Now, since v,z ¢ E(G),
we have d(xz) = 5. Thus, by Lemma 4(a), we have that |E(G[N(z)])| € {9,10}.
If |E(G[N(x)])| = 10, then put

X = ({vwe }NE(G))UE(G[{v1, 09, 3,04, v5}]) and Y = {010903, 030405, V1042, VaUs T, V1V50;, UaUgU4 }.

Note that | X| < 11 < 12 = 2|Y|. It is not hard to check that Vj = {v;, 2} is reducible
using X and Y, a contradiction. So we may assume that |E(G[N(z)])| = 9. Note that
the missing edge e ¢ F(G[N(v)]) must be incident to a neighbor, say vs, of v;. Thus we
may assume that e € {v3vs, v4v5}. Put

X = ({vws }NE(G))UE(G[{v1, v9, v3,v4,v5}]) and Y = {v10903, 01052, U304, 01040, Va5V }

Note that | X'| < 10 = 2|Y|. It is not hard to check that Vj, = {wv;, z} is reducible using X
and Y, a contradiction.

Therefore we may assume that |S(¢)| > 1. First, suppose that |S(¢)| > 3, and
let ¢4, to, t3 € S(t), and vertices x, y, z be the representatives of ¢, ¢, t3, respectively.
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Note that, by Proposition 2, zy,zz,yz ¢ E(G) and |N(z) U N(y)|, |N(z) UN(2)|,
and |[N(y)UN(z)| <|V)|=7.  Thus, by Lemma 5, d(z)=d(y)=d(z)=>,
[N (x) N N (y)[=|N(x) N N(2)|=|N(y) N N(2)| = 3, and GIN(2)], G[N (y)], GIN(2)] ~
K. Assume without loss of generality that N(z) = {vy, ve, v3,v4,v5}. Since |[N(x) N
N(y)| = 3, we may assume, without loss of generality, that N(y) = {vs, vy, vs, v, U7 }.
It is not hard to check that, since | N(z) N N(z2)| = |[N(y) " N(z)| =3 and |[N(2)| =5,
then N (z) contains exactly one vertex in N(z) N N(y). So we may assume, without loss
of generality, that N(z) = {vy, va, vy, v6,v7}. Let H = G[{vy, va, v3, vy, V5, Vg, v7}] and
note that every pair of vertices of H is contained in at least one N(v) forv € {z,y, z}.
Thus, since G[N(v)] is isomorphic to K5 for v € {z,y,z}, H is isomorphic to K7.
Let X = E(H) and note that | X | = 21. Put

Y1 = {zv1v3, 20205, YU3V4, YU5Vs, 201 Vs, ZV2V4 )
Y, = {U1U2U7, V2U3Vg, U4VeU7, UV3UsV7, U1U4U5}7

and note that if Y = Y7 U Y3, then |Y| = 11 and | X| < 2|Y|. Hence V; = {z,y, 2} is
reducible using X and Y, a contradiction. We conclude that |S(¢)| < 2.

If t # r, we let w be the representative of ¢, otherwise we let w be an arbitrary ver-
tex of V;. Let t1,t € S(¢) and let x, y be the representatives of ¢y, t5, respectively. Again,
by Lemma 5, we have d(z) = d(y) = 5, |[N(z) N N(y)| = 3, and G[N(x)], G[N(y)] ~
K. Note that ¢ is a leaf of (77,V',7), where T" =T — t; —tyand V' = V \ {V,, V4, },
hence dg_,—,(w) < 6. Thus, we have dg(w) < 8. Note that w € N(z) U N(y) and
assume, without loss of generality, that w € N(x). Since G[N(z)] is a complete graph,
we have N|[x] C Nw], a contradiction to Lemma 4(d). This concludes the proof. O

3. Concluding remarks

This work has benefited greatly from [Puleo 2015]. Nevertheless, there were still gaps
that we were able to explore. As we can see, the tree decomposition, specially under
bounded treewidth, provides a suitable structure for problems of this nature. We believe
that these techniques may be further improved by studying the behaviour of nodes from
the tree decomposition with different heights.
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